CAPITULO X
ENERGIA DE DEFORMACION

63. Energia elastica de deformacién en la traceién.—Al
analizar la extension simple de una barra (véase fig. 1), se :
vi6 que durante el alargamiento bajo la accién de una carga *
creciente se gastaba trabajo y que este trabajo se transformaba -
parcial o totalmente en energia poten-
cial de deformacién. Si la deformacién -
no alcanza el limite elastico, el trabajo ’
realizado por la fuerza exterior se trans- *
forma por completo en energia potencial
y puede recobrarse realizando una des- :

carga gradual de la barra deformada.

Si el valor final de la carga es P y
Fra. 241 el alargamiento correspondiente 3, el dia-

grama de ensayo a la extension tendrdla -

forma indicada en la figura 241, en la que las ab-cisas son los
alargamientos y las ordenadas las cargas correspondientes. Py !
representa un valor intermedio de la carga; 3, el alargamiento
debido a él. Un aumento dP, de la carga origina un incremento :
d3, en el alargamiento. El trabajo realizado por P, durante este *
alargamiento es P,d3;, representado en la figura por el area
rayada. Si se tiene en cuenta el aumento de P, durante el alar- -
gamiento, el trabajo realizado estara representado por el irea
del trapecio abed. El trabajo total realizado al aumentar la carga
desde O a P es la suma de 4reas elementales andlogas y vendra
dado por el drea del tridngulo O4 B. Dicha area representa la
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energfa total U almacenada en la barra durante la deformacion.
Por consiguiente,
P3
Utilizando la ecuacién (1), se obtienen las dos expresiones
siguientes para la energia de deformacién de una barra pris-
matica:

P
_ 168
2AE (168)
U = _4_123“ (169)
21

En la primera de ellas, la energfa de deformacién viene en
funcién de las caracteristicas geométricas y elasticas de la barra
y de la carga P y en la segunda se expresa como una funcién
de las mismas caracterfsticas y del alargamiento 3.

En las aplicaciones practicas, la energia de deformacién por
unidad de volumen tiene gran importancia, ¥ su valor, deducido
de las ecuaciones (168) y (169), sers

2
w:g_l:iv, (170)
6]
E 2
= 7 (171)

P
donde ¢ = e la fatiga de extensi6n y & = ? es el alarga-

miento unitario.
La cantidad de energia de deformacién que por unidad de
volumen puede almacenar una barra sin deformacion perma-
nente ! se halla sustituyendo el limite de elasticidad del mate-
rial en lugar de o, en la ecuacién (170). Un acero con un limite
de elasticidad de 2.000 kg./om.2 y E = 2 x 10¢ kg./cm.2 da
w =1 kgem./cm.3, una goma con un médulo de elasticidad
l = 10 kg.fem.2 y un limite de elasticidad de 20 kg./em.? da
202
2 X 10

! KEsta cantidad se denomina por algunos autores «médulo de re-
siliencias.

== 20 kgoem/cm 8,
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Tiene, a veces, gran interés conocer el méximo de la ener-
gia de deformacién por unidad de peso w, que un matcrial
puede almacenar sin que se produzca deformacién permanente.
Fsta cantidad se calcula por la ecuacién (170), poniendo, en
vez de o, el limite de elasticidad y dividiendo w por el peso de
un cm.? del material. En la tabla que sigue se exponen algunos
datos de esta naturaleza:

E dLh{lite w v
. D i e elagti- s
Material ‘ngl . kg./em.? cidﬂgsel]l por cm.? por kg.
kg./em.?

Acero co- .

rriente ...| 7,8 2 x 108 | 2.000 1 kg./em. 128 kg./em.
Acero duro..| 7,8 2 x 108 | 8.000 16 » » 2051 » »
Cobre....... 8,56 1 x 108 300 | 0,045 » » 53 » »
Roble....... 1,0 108 300 | 0,45 » » 450 » »
Goma ...... 0,93 10 20 20 » » 215056 » »

3
3

Se observard que la cantidad de energia que puede almacenar. .
un determinado peso de goma es unas diez veces mayor que la -

que puede almacenar el mismo peso de acero para resortes y
unas 200 veces mayor que la que es capaz de almacenar el mis-

mo peso de un acero corriente.

Problemas

1. Una barra prismética de acero de 28 em. de largo y 25 cm.? de
seccién recta se comprime con una fuerza R = 2.000 kg. Determinar
la energia de deformacion.

Respuesta: )
U=1kg. cm.

B i e B TR R e T

2. Determinar la energia de deformacién en el problema anterior -:
si el area de la seccién recta de la barra es 12,5 cm.?, en lugar de 256 cm.5,

Respuesta:
U = 2 kg. cm.

3. Determinar la energia de deformucién en una barra vertical de %
acero y seccion uniforme deformada por su propio peso si la longitud ¥
de la barra es 30 m., el drea de su seccion recta es 6,25 cm.2 y el peso .

del acero por m.?, 7.800 kg.
Respuesta .
U = 1,158 kg. cm.
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. 4. Determinar la energfa de deformacién en ol rroblema. antermor
st ademds del peso propio tiene la barra una carga axial P = 500 k
aplicada en su extremo. &

Respuesta :
U = 41,37 kg. em.

5. Encontrar la solueién del problema fepresentado en la figura 15
para el caso en que todas las barras tengan la misma seceién y el mis-
mo r.nc?dulo, igualando la energia de deformacién del sistema al trabajo
suministrado por la carga P.

Solucion : Siendo X la fuerza en la barra vertical, su alargamiento

X1
. X1 e 1 X1
serd ~r ¥ el trabajo suministrado por P es 3 P x AE" Tgualando esta
expresién a la energia de deformacion, se
obtiene 2 & % s Y 2
1,X_ X |, (Xcosa) ! =]
2  AE T ZAE T " TdE cos &’ Lol k-4
de donde l
Xe P P "
1 + 2cos®« (a) () (4]

lo que reproduce la solucién ya encontrada. Tia. 242

6. Comprobar el problema 2, pigina 9,
mostrando que el trabajo suministrado por la carga es igual a la energia
de deformacién de las dos barras. )

7. Una barra de acero de 75 cm. de longitud y 6,25 cm.2 de seccion
recta se deforma 0,05 cm.

Hallar el valor de la energia de deformacién.

Respuesta: Por la ecuaciéon (169),

_ (0,05) x 2 X 10% X 6,25

U
2x75

= 208,3 kg./cm.

8. Comparar los valores de la energia de deformacién en las dos
barras circulares de la figura 242 (a) y (), suponiendo una distribucion
uniforme de fatigas en las secciones rectas de las barras.

Solucidn: La energia de deformacién de la barra prisméatica es

Pt
U=gag
Ia energia de deformacién de la otra barra es

2 1 2 3 .
U;SP 4l+1)34l=1 l—’2l.
: 2AE 8 AE 162A4E

Por consiguiente,

7
U1.U=1—6.

.
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Para una fatiga méxima, dada la cantidad de energia a,lmace];mda
en uns barra con garganta, es menor que la que almacensa lma:i arra - -
de seccién uniforme. Es necesaria una cantidz?.d muy pequer;)a e tra-
bajo para que la fatiga alcance un limite pehgro.s’o en unsa : a::;a: q;c;
tenga una garganta muy estrecha y un gran diametro exterior, ta
como la representada en la figura 242 (c).

64. Fatigas producidas por choque.—Un modo sencillo de
producir traccién por choque es el representado en la figura 243.
Un peso W cae desde una altura k sobre el tetén mn ¥ por cho-
que produce extensién en la barra 4 B. Si las masas
de la barra y el tetén son pequefios comparados con
la masa que produce el choque, se puede obtener
una solucién del problema bastante aproximada,
despreciando la masa de la barra y suponiendo que
el peso de dicha barra no realiza trabajo durante

cuerpo W se desplaza hacia abajo, ocasionando la
extension de la barra. Debido a la resistencia de la
barra, la velocidad de movimiento del cuerpo disminuye hasta
anularse. En este momento, el alargamiento de la barra y las
fatigas de extensién correspondientes alcanzan un valor maxi-

o ampemerni O

el choque. Después del choque, el conjunto tetény

mo, y estos valores miximos pueden calcularse con facilidad -

en la hipétesis de que el trabajo total suministrado por el peso se
transforma en energia de deformacién de la barra . Si 8 repre-
senta el alargamiento méaximo, el trabajo suministrado por W
serd W(h 4 3). La energia de deformacién de la barra viene
dada por la ecuacién (169). Por consiguiente, la ecuacién para
el calculo de 3 sers

Wk +8) = ‘;—f" 32, (@)
de donde
8 = 8 -+ I/ Be® + ‘(.1}3“,,2, (172) .
siendo
i
83/, _
AE

! En los casos préacticos parte de la energia se pierde y el alarga-lu:.

- miento real es menor que el calculado con la hipétesis admitida.

i
¥

#

i

7
]
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la_ deformacién estética de la barra por la accién de la carga

Wyv=" Tgh la velocidad de caida del cuerpo en el momento
del choque con el tetén mn. Si la altura % es grande, comparada
con 3, la ecuacién (172) puede escribirse de modo aproximado

5= ]/;13,,?5.
g9

La fatiga de extensién correspondiente que se produce en la

barra es
SE E1/1 28 W
= ==1/= 2 — [/2L WU 173
N 1 l]/gsst” ]/Al %g (173)

La expresién subradical es directamente proporcional a la
energfa cinética de caida del cuerpo y al médulo de elasticidad
del material de la barra e inversamente proporcional al volumen
Al de la barra. Por consiguiente, la fatiga puede disminuirse
no s6lo aumentando la seccién transversal de la pieza, sino tam-
bién aumentando su longitud o haciéndola de otro material de
menor médulo, . Esto marca una diferencia esencial respecto
a la fatiga estatica, que, como sabemos, es independiente de la
longitud de la barra y del médulo E.

Poniendo, en vez de o, en la ecuacién (173), la o, escogida
para fatiga de trabajo, la relacién que determina las dimensio-
nes de una barra sometida a choque sers

a=2EF
o2 2¢

-

(174)

es decir, para un material dado el volumen de la barra debe ser
proporcional a la energia cinética de caida del cuerpo si se quiere
tener una fatiga méxima constante. Consideremos ahora el caso
extremo de anularse A, es decir, el peso W se aplica de modo si-
bito sobre el tetén man, sin velocidad inicial. A pesar de no exis-
tir en este caso energfa cinética al comienzo de la extensién de
la barra, el problema es diferente al de una carga estatica o gra-
dual de la barra. En el caso de una aplicacién estatica, se supone
que la carga se aplica gradualmente y que, por consiguiente, hay
siempre equilibrio entre la carga que actua y las fuerzas elas-
ticas resistentes de la barra. La cuestién de la energia cinética
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no lo es todo, por consiguiente, en el problema que examinamos.
En el caso de una aplicacién stbita de la carga, el alargamiento
de la barra y la fatiga subsiguiente son nulos al prinecipio de la.
deformacién y la carga stbitamente aplicada W empieza a mo-
verse por la accién de su propio peso. Durante este movimiento,
las fuerzas resistentes de la barra crecen de un modo gradual, °
hasta que equilibran a W, cuando el desplazamiento del peso
es J,,. Pero en este momento la carga tiene cierta energia cing-
tica adquirida durante el recorrido 3,, y, por consiguiente, con-
tintia su movim ento hacia abajo hasta que su velocidad quede
A anulada por la accién de las fuerzas re-
sistentes de la barra. El alargamiento
p maximo determinado por esta condi-
cién se obtiene de la ecuacién (172),
poniendo en ella v = 0. Se tiene

8 =23

A, B8

T —o

(175)

8¢

I
]
]
]
' es decir, una carga stibitamente apli-
1

|

[4] C, .
je— st ~—,<i—55¢ —

¢ _s cada; debido a las condiciones dindmi- =
cas, produce una deformacién doble

Fia. 244 que la que producirfa la misma carga

aplicada de modo gradual.

El resultado obtenido puede encontrarse también de modo
grafico (fig. 244). La lnea inclinada OA4 es el diagrama alars >

gamiento-carga para la barra de la figura 243. Por consiguiente,
para un alargamiento cualquiera, tal como OC, el drea AOC da .
la energia de deformacién correspondiente de la barra. La linea -

L

horizontal DB, a la distancia W del eje 3, determina el rectan:
gulo ODBC, cuya area representa el trabajo suministrado por-

la carga W a lo largo del desplazamiento OC. Cuando 3 es igual
a 3, el trabajo suministrado serd el representado por el area

e

del rectangulo ODA,C,. En el mismo instante, la energia al-
macenada por la barra viene dada por el 4drea del tridngulo
0A4,C,, que, como se ve, es solamente la mitad del area- del rec- :‘7
tangulo anterior. La otra mitad del trabajo suministrado la con- -

serva el cuerpo de peso W en forma de energia cinética. Debido’
a esta velocidad adquirida, el cuerpo continuard su movimiento-
y no se para hasta una distancia § = 23,, del punto de partida:
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En este momento el trabajo total suministrado por el peso W,
representado por el rectingulo ODBC, es igual a la energia
de deformacién almacenada en la barra y representada por el
triangulo equivalente OAC.

El estudio anterior del choque se basa en la hipétesis de que
las fatigas que acontecen en la barra permanecen siempre por
debajo del limite de elasticidad del material. Pasado este limite,
el alargamiento de la barra no es proporcional a la fuerza
extensora. Suponiendo que el diagrama alargamiento-carga no
dependa de la velocidad de la deformacién de la barra !, puede
determinarse el alargamiento corres-
pondiente a un caso de choque, aun-
que dicho alargamiento sobrepase
del limite de elasticidad, utilizando
el diagrama normal de ensayo a trac-
cién del material (fig. 245). Para un
alargamiento maximo dado 3, el 4rea
correspondiente OADZF representa
el trabajo que es necesario suminis-
trar para producir tal alargamiento,
y este trabajo debe ser igual al trabajo W (A 4 8) producido por
el peso W. Cuando W(h + 8) sea igual o mayor que el 4rea
total 04 BC del diagrama de ensayo, la carga dindmica produ-
cird la rotura de la barra.

De lo expuesto se deduce que cualquier cambio en la forma
de la barra que origine una disminucién del area total OA BC
del diagrama disminuye al mismo tiempo la capacidad de resis-
tencia de la barra al choque. En las piezas con garganta de las
figuras 242 (b) y (c), por ejemplo, el periodo plastico del material
se concentrard en la garganta y el alargamiento total y el tra-
bajo necesario para produecir la rotura serd mucho menor que
en el caso de la barra cilindrica de la misma figura.

Las piezas de esta forma son muy poco resistentes al choque,
aun cuando el material sea dactil. Todos los elementos de es-

ok

1 Los ensayos muestran que con una gran velocidad de deforma-
cién el punto de fluencia crece y es necesario mayor cantidad de tra-
bajo para romper la probeta que en una prueba estatica. Véase N. N,
Davidenkoff, Bullztin Polyt. Instit:te, St. Petersburg, 1913; también
Welter, Ztschr, f. Metallkunde, 1924,
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tructura que tengan agujeros o cualquier variacién brusea de -
seccién son de modo andlogo débiles al choque 1. En el anglisis ™
del problema del choque que acabamos de realizar se ha, despre-

ciado la masa de la barra frente a la masa W del cuerpo que

producia el choque. Unicamente de este modo puede suponerse
que la energia total de cafda del cuerpo se transforma en energfa
de deformacién de la barra. El problema es bastante més com-
plicado cuando la barra tiene una masa apreciable que toma. .
parte en los cambios de energia del choque. .

. W

Recordemos, primeramente, que cuando una masa - e
mueve con una velocidad v y choca centralmente con otra masa
W . L
71 en reposo, y la deformacién en el punto de contacto es in- i

eléstica, la velocidad v, de ambas masas después del choque es

Vg = W v, O

+ W,

En el caso de la barra de la figura 243 las condiciones del »
problema son mas complicadas. Durante el choque, el extremo
superior A queda inmévil, mientras que el extremo inferior B
adquiere la misma velocidad que el cuerpo W. Por consiguiente,
para el célculo de la velocidad final v, por la ecuacién (b) de-
beré utilizarse una «masa reducidas, en lugar de la masa total *
de la barra. Suponiendo que la velocidad de la barra varfe -f;?
linealmente a lo largo de su longitud, se vers que en este caso :
la masa reducida debe tomarse igual a un tercio de la masa to- :
tal de la barra 2. Para una barra de peso ¢ por unidad de lon- :
gitud, la ecuacién (b) da

w

Vg = v, 4

ql
w +§

Este valor es la velocidad comin que se establece para la
carga Wy el extremo inferior de la barra en el primer instante

1 Véase Hackstroh, Baumaterialienkunde, pag. 321, 1905, y H. Zim- :
merman, Zentralbl. d. Bauverw., pag. 265, 1899, :
*  Esta solucién fué obtenida por H. Cox, Cambridge Phil. Soc’;
Trans., pAg. 73, 1849. Véaso también Todhunter Yy Pearson, History,
vol. 1, pig. 895, ) :

Rl A

e
a3
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del choque. Suponiendo plastica la deformacién en la superficie
de contacto entre el cuerpo que cae y el apoyo mn (fig. 243), es
decir, sin rebote alguno, la energfa cinética correspondiente es

2 2
_vi(W_*_ lql) — _VV_U*_I____
2g 3 29 14 _q_l-
3w
Esta cantidad deberd sustituir a
2
%_ = Wh
29

en la ecuacién (a) para tener en cuenta la pérdida de energfa
en el primer momento del choque. Por consiguiente, en lugar de
la ecuacién (172), se obtendra

1

1
d=238, + {/82 + = 5,02 —— .
g 1_|__ll__
3w

(176)

El método empleado da resultados tanto mas satisfactorios
cuanto mas pequefia es la masa de la barra comparada con
la masa del cuerpo que cae.

En los demas casos es necesario tener en cuenta las vibra-
ciones longitudinales de la barra 1. La deformacién local en el
punto de contacto durante el choque ha sido estudiada por
J. E. Sears 2 y J. E. P. Wagstaff 3,

Problemas

1. Un peso de 5 kg. unido & un hilo de acero de 3 mm. de didmetro
(figura 248) cae desde 4 con la aceleracién g. Determinar la fatiga
producida en el hilo cuando se detiene bruscamente su extremo supe-
rior 4. Se despreciar4 la masa del hilo.

! Las vibraciones longitudinales de una barra prismética durante el

choque fueron estudiadas por Navier. Una solucién m&3 racional es la
dada por De Saint Venant (véase su traduccién de Clebsch, Theorie der
Elasticitat fester Kérper, nota en el parrafo 61). Véase también I. Bous-
sinesq, Aplication des Potentiels, pag. 608, y C. Ramsauer, Ann. d.
Phys., vol. 30, 1909.

* J. E. Sears, Trans Cambridge Phil. Soc., vol. 21, pag. 49, 1908.

3 J. E. P., Wagstaftf, London Royal Soc. Proc. (Serie A), vol. 105,
péging 544, 1924,
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Solucidn : Si la aceleracién del peso W es igual a ¢, no habrs fatig&?‘
alguna en el hilo durante el movimiento. La fatiga después de la des;
tencién brusca se hallars por la ecuacién (173), en la que se desprecia, §

Sustituyenco v? = 2gh y 1 == h, se obtiene *

o 1V2EW _1/2X2X10° X5 X 4
_l 4 3,14 x 32

= 1680 kg./em.3,
4

Se observaré que la fatiga no depende de Ia altura % de caida, a van. -

sa de que la energia cinética del cuerpo aumenta en la misma, propor-:f
cién que el volumen de] hilo. 2
2. Un peso W = 500 kg. cae desde una altura b = 90 cm, sobre'%‘i

un pilar vertical de madera de 6 m. de largo y 25 em. de didmetro £l
jado por su extremo inferior. Determinar la fatiga mé.xiina.!tj?

A , de compresién en el pilar, suponiendo que para la ma.dej-}fl

ra B = 1,2 x 10% kg./em,? Y despreciando la masa del pxla.r’:

¥ la cantidad 3,
Respuesta;

o

¥

ot

w 6 = 160 kg./cm.2,

Fie. 248 3. Un peso W = 5.000 kg. unido al extremo de un hilo’
de acero (fig. 246) desciende con una velocidad constan:’

te v = 90 cm./seg. ;Qué fatiga se producira en 6l euando su extre:’
mo superior se detenga bruscamente? La longitud libre del cable enf
el momento del choque es { == 18 m., el drea de su seccién recta e
4 =15625mmiy £ =12 x 10 kg./cm.3, :
Solucion : Despreciando la masa del cable ¥ suponiendo que la ener-
gia cinética del cuerpo en movimiento se transforma, por completo en’
energia de deformacién del cable, la ecuacién que determina el alarga-
miento méximo del cable es :
AES*  AES,?

S R e WG =2, @

s

donde 3, representa el alargamiento estético del cable.
. AES
Teniendo en cuenta que W = jﬁ se obtiene mediante la ecuas’
cién (d),
AR Wa?

2

J
'é’i (8 - 8st)2 = ‘—g‘"

SONE

Por consiguiente, después de ld detencién stibita, la fatiga de ox<
tensién del cable crece con la relacién

de donde

NOLA VAN
Byt 8: ¥ AEg — VoS @?
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Para los datos del problema

by = WL 0000 x 1800 _
T AE T 15,625 x 1,2 x 108 — 48 om.
90
8 5,18.

=14+ ——— =

T 4/981 X 0,48
Por consiguiente,

6 =518 %’ = 1,656 kg./om. 2.
4. Resolver el problema anterior si se interpone un resorte que
alarga 1 em. por cada 400 kg. entro el cable y la carga.
Solucion ;
5.000

8“ = 0,48 + —ZW = 12,98 cm.

Sustituyendo en la ecuacién (e),

N

2 1+ 0,80 = 1,80; c=1,8 v_ 576 kg./cm.2,
3.t A

5. Para el caso de la figura 243, determinar la altura % tal que la
fatiga maxima en la barra durante el choque sea 2.400 kg./cm.2.

Se supone W = 12,6 kg., I = 1,80 m., 4 = 3,125 em.?, B = 2,4 X 10%
kg.fem.2. La masa de la barra se desprecia.

Respuesta: h = 54 cm.

65. Energfa elistica de deformacién en los casos de fuerza
cortante y torsién.—La energia de deformacién almacenada en
un elemento sometido a fatiga cortante pura

(figura 247) puede calcularse por el método bfs‘! P,
empleado en el caso de extensién simple. Si ] ,’—T
se supone fija la cara inferior ad del elemen- Pi’ 7;\ TF,” l
to, solamente debera considerarse como tra- o 4 i l
bajo suministrado durante la deformacién el Z7777d

que realice la fuerza P ligada a la cara supe- Tig. 247

rior bc. Suponiendo que el material sigue la
ley de Hooke, la distorsién es proporcional a la fatiga cortante
y el diagrama que representa dicha relacién sers analogo al de
la figura 241. El trabajo dado por la fuerza P v almacenado en
forma de energia eldstica de deformacién, serd, por consiguiente
{véase ecuacion 167),

P3

U ="". 1677
) (167")
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Recordando que
P

4G
se obtienen, deducidas de la ecuacién (167'), las dos ecuacion'esi
siguientes:

S _ T
1~ Y5 ¢

g P AGs? :

= (177) U= T azs)’

Las expresiones correspondientes de la energia de deforma.-;f
cién por unidad de volumen se obtendrén dividiendo estas ecua-’
ciones por el volumen Al de la pieza

72 '}’2G ;
W= — 179 W= ~—o 180 %
L) =T (180);

donde « =17: es la fatiga cortante y y =§ es la distorsiéné‘;

unitaria. La cantidad de energia de deformacién por cortadurdi
que por unidad de volumen puede almacenar la pieza sin de-’
formacién permanente se obtiene sustituyendo en la ecuacién;
(179) = por el limite de elasticidad.

La energfa almacenada por un eje circular sometido a tors
sién se caleula fécilmente por la ecuacién (179). Si vy, es la
fatiga cortante en la superficie del eje, la fatiga cortante en un.

punto situado a la distancia r del eje serd: 7, %, siendo d eL

didmetro. La energfa por unidad de volumen en este punto;;
dada por la ecuacién (179), sers

w == w . (a,‘

Ga?

La energfa almacenada por el material comprendido ent
dos superficies cilindricas de radios » y 7 + dr os
) 2 2 i

2rmex?” l X 2 nrdr, :

Ga?

donde I representa la longitud del eje. Por consiguiente, la eneté
gia total almacenada en el 4rbol sera :
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Fsta expresién indica que la energfa total de deformacién es so-
lamente la mitad de la que corresponderia al caso en que todos
los elementos del 4rbol sufriesen la misma fatiga cortante Tmdx-
La energfa de torsién puede calcularse
mediante el diagrama de torsién (fig. 248),
construido tomando el momento torsor en
ordenadas y el dngulo de torsién de abscisas,
Por debajo del limite de. elasticidad, el 4n-
gulo de torsién es proporcional al momento 0

2 ;’E—.;b

torsor y el diagrama serd la recta 0A. Ll ) w8 *
area infinitesimal rayada en Ia figura repre- Fia. 248I
senta el trabajo suministrado por el momen-

to torsor para un aumento del angulo de torsién 2¢. El 4rea to-

tal OAB = M, gi, representa la energia total almacenada por

el eje durante la torsién. Recordando que ¢ = é(”*ltl se obtiene
»

M Q1
U=—"- =27,
261, v 21 (182)

En la primera de las ecuaciones, la energfa se expresa en fun-
cién del momento torsor Y en la segunda viene dada como fun-
cién del dngulo de torsién.

En el caso general de que la seccién tenga una forma cuales-
quiera y el momento torsor varfe a lo largo del eje, el dngulo de
torsién entre dos secciones adyacentes viene dado por la ecua-
cién (véase pag. 263)

d
- X, dz.
dx C

La energfa de deformacién de un elemento del 4rbol ser4

1Mtd—‘9dx=9(d£)2dx

2 ‘dz 2 \dz,

¥y la energfa total de torsién es

C [ (dg\?
U=" 2\ da.
2_[; (dx) v (183)
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Problemas

3

1. Determinar la relacién entre el limite de elasticidad por cor.

tadurs y el limite de elasticidad a la traccién si la energia de deforma. -

cién que por cm.® puede almacenar el material sin deformacién per. “*
9

manente es la misma en traccién que en cortadura.
Solucidn : Por las ecuaciones (170) y (179) se tiene

de donde

Para el acero, : L '
! =062

t=0o|]/ =062 :
]/2,6 5

9. Determinar la flecha de un resorte helicoidal {fig. 232), emplean-
do el método de la energia de deformacién en torsién. 3
Solucidn : Sea P la fuerza que acttia en la direccién del eje de la% :
hélice (fig. 232), R el radio de las espiras y n su nimero. La energia’j,
de torsién almacenada por el resorte —ecuacién (182)—, serd
(PR)*2%En
U=""5aI,

.

. .. P3 .

Tgualando esta expresién al trabajo suministrado 5 8¢ obtiene
5o 2MPE _ 64nPE?

T e, T Tadr 1

3. El peso de un resorte helicoidal de acero es 5 kg. Determina :

la cantidad de energia que podréd almacenarse en este resorte sin ded
formacién permanente si el limite de elasticidad por cortadura es: .

A
0,62 X 8.000 = 4.960 kg./cm.2. fi

Solucién: La energia por kg. del material serd 2.051 kg. em. qu
consiguiente, la energia total de torsiém ! que puede almacenarse en €8 .

resorte serd:

% X 5 X 2051 = 5127 kg. crm.

4. Un eje circular macizo y un tubo delgado del mismo materi .
¥ peso est4n soretidos & torsién. ;Qus relacién existe entre los valo
de la energia almacenada si la fatiga méxima es la misma en ambos

Respucsta: g

1
-5.1.

! La distribucién de fatigas se ha supuesto ser la de un ér
circular sometido a torsién.

YN Sy
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6. Un eje circular de acero con un volante en un extremo gira a
120 r. p. m. Se detiene bruscamente por el otro extremo. Determinar
la fatiga méxima en el eje durante el choque si la longitud del eje es
l = 1,6 m, el didmetro d = 5 cm., el peso del volante W = 50 kg. y su
radio de giro r = 25 cm. G = 9,2 X 105 kg./om.2.

Solucién: La fatiga méxima se produce cuando la energia cinética
del volante se transforma totalmente .en energia de deformacién por
torsién del eje. La energia cinética del volante es

Wriw® 50 X 25% X (4n)2
2g 2 X 981

Sustituyendo este valor de U en la ecuacion (181),

I VIB X 9,2 X 10% X 2.562,5
mx = n X 62 X 150

6. Dos barras circulares del mismo material y la misma longitud,
pero de diferentes secciones 4 y A,, estén sometidos a torsién por
la accién del mismo momento torsor. ;Qué relacién existe entre los
valores de la energia de deformacién almacenada en las dos barras?

Respuesta: Son inversamente proporcionales & los cuadrados de las
éreas de las secciones rectas.

== 2562,5 kg. cm.

= 1792 kg./cm.?

66. Energia elistica de deformacién en la flexién.—Empe-
zaremos por el caso de flexién pura. Para una barra prismatica
empotrada en un extremo y flexada (fig. 249) por un par M,
aplicado en el otro, el desplazamiento angu-

<
iar en el extremo libre es ’)M
o M @ = i
= . y
EIZ Fia. 249

Este desplazamiento es proporcional al mo-
meunto flector M, y empleando un diagrama anilogo al de la
figura 248 puede deducirse, por un razonamiento anslogo, que
el trabajo suministrado durante la deformacién por el momen-
to flector M, o, io que es lo mismo, la energia almacenada por
la barra es

U==>- (%)

Empleando la ecuacién (a) esta energfa puede expresarse por
una de estas formas:

2
v M
2EI,

RUESISTENCIA DE MATERIALES, — T. 1 19

(184) U="2""¢s, (185)
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A veces interesa expresar la energia potencial como una fun.

. Mo .

cién de la fatiga normal MAXIMA Opax = — I;)le‘a. una sec
6M _ Gmﬁ.g:

ci6n rectangular se tendrd omsx = 73gs © M= 5’ y la

ecuaciéon (184) da 2
U =L om0 (186)
3 2K

energia total es sélo la tercera

ste caso se ve que la
e ‘ las fibras

parte de la que corresponderfa al caso de que todas

sufriesen la fatiga omsx. |
Tn el caso de flexién por fuerzas transversa

incipi i ner-
despreciaremos, en principlo, 1a energia por cor@durs:i La e‘ r
gia almacenada por un elemento de viga de longitud dx —ecu

ciones (184) y (185)— serd
do)?
=M2dx 6 il = EI,(do)®
2E1I, 2dzx

es a la barra

dU

El momento flector M es variable respecto a Z, §

d
r

dzg!

dx?

dx

(véase pag. 130). La energfa total almacenada en la barra es,

por consiguiente,

9FI,

(o]
11
f
0

Fia. 2560

para una seccién ¢
la ecuacién (187), da

9kl, 6EI,

U= f Pz (1g7)

Bl (@)2 de.  (188) |
2 \da?

Sea, por ejemplo, el voladizo,f_,_
AB (fig. 250). E1 momento flector ;
ualquiera 7n es M = — Pa. Bustituyendo en :

U= fl P2ridx — B ls_ . (c)¥
0 :
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Para una barra rectangular, opu, = %f;l, y la ecuacién (¢)
puede ponerse en la forma
2
U = L ppy Ome, )
9 28

Esta expresi6n indica que la cantidad de energfa que puede
almacenarse en una viga rectangular en voladizo, cargada en
su extremo, sin que se produzca deformacién permanente, es un
tercio de la que se puede almacenar por flexién pura y sola-
mente la novena parte de la correspondiente a la extensién
simple de la misma barra. Esta consideracién tiene importancia
en el proyecto de resortes, puesto que éstos deben absorber una
cantidad dada de energfa sin deterioro y deben tener el menor
peso posible. La cantidad de energia que puede absorber un
voladizo se aumenta haciéndolo de seccién variable. Por ejem-
plo, un voladizo en sélido, de igual resistencia a la flexién, de
seccién rectangular, de altura & constante (fig. 185), tiene, para
valores iguales de P, b y oy, una flecha y, por consiguiente,
una cantidad de energfa almacenada, que es sélo el 50 por 100
mayor del valor que corresponde a la barra de seceién unifor-
me. Al mismo tiempo, el voladizo de resistencia uniforme pesa
la mitad de la barra prismética, lo que en definitiva indica
que puede almacenar el triple de energia por kilogramo de
material.

Volviendo a la ecuacién (¢), e igualando la energia de defor-
macién al trabajo suministrado por la carga P durante la defor-
macion, se tiene

P P23
- ’ )
2 6E1,
de donde
3
5 — Pl .
3K,

Este valor de la flecha coincide con el de la ecuacién (95).
La flecha adicional debida a las fuerzas cortantes puede de-
terminarse también mediante la energfa potencial de defor-
macién. Para el voladizo de la figura 250, de seccién rectan-



292 RESISTENCIA DE MATERIALES

gular, la fatiga cortante a la distancia y del eje neutro es (véase

ecucién 65)
P (k2 2)
— _.y .
ol \4
La energfa por cortadura en un volumen elemental bdxdy, en
virtud de la ecuacién (179), sera
2 2 2
R (’i— 2) bdady,
8612\ 4

y la energfa total por cortadura es

h
t ot pe 2 2 2772
U= » (h— — ﬁ) bdady = ek . - (e)
2
Fista energfa debe afiadirse al segundo miembro de la ecua-
cién (d)? para obtener la flecha total. Se tendra

Py P3P P2lp?
o L 0

9 GEI, 2061,

y, por consiguiente,

PI3 3 W E
§ = —— 1+ 2= 7).
3E12( 10 12 G) @)

El segundo término del paréntesis representa el efecto de las

fatigas cortantes en la flecha de la viga. Empleando el método
desarrollado en el articulo 39, en la hip6tesis de que el elemento -
afecto al centro de gravedad de la seccién empotrada permanece

vertical (fig. 250), el giro adicional debido a la cortadura sera

a3 P

B Y S T U EP T NN

¢ 2bhG
y la flecha adicional resultara
8o,
2 bhG
por consiguiente,
SRR R o (L
3El, 2bhG 3EI, g2 @

e ¥
1 Como las fatizas cortantes que actlan sobre un elemento :

(figura 247) no modifican las longitudes de los lados del elemento, _si 5
éstas no producen trabajo:

sobre esas caras acttan fatigas normales, C
durante la distorsion. Por esta razén, la energia total es si

la suma de las dos cantidades de energia.

mplemente :
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Ljomo se ve, las ecuaciones () y (¢°) no coinciden: la dife-
re'ancm se explica del modo siguiente: Las consecuencia:s del ar-
ticulo 39 se obtuvieron en la hipétesis de que las secciones d
la barra se podfan alabear libremente por la accién de las fa,t'e
gas cortantes. En este vaso la seccién empotrada debers cuI:
varse, tomando la forma mon —fig. 250 (5)—, v al calcular I.l
trabajo total desarrollado en la ménsula debe consideralm; y
walamente el trabajo realizado por la fuerza P —fig. 250 za)—lf)
sino el que efecttan las fatigas ligadas a la seccién.empotrada;
—figura 250 (b)—. Tomando en consideracién este tltimo trabaio
ls? flecha calculada por medio de la energia de deformacién cog :
cide con la obtenida en el articulo 39 y dada por la ecuacién ( ,)Yi‘

En el caso de una viga simplemente apoyada, ca.rga,dg, er;
su centro, la seccién media de la pieza no alabea p:)r considera-
ciones de simetria. En este caso la ecuacién (9), aplicada a cad
mitad de la viga, dard un resultado mé4s exacto para la ﬂech:
que la ecuac.ién (9"). Puede comprobarse comparando las ecua-
Zl:r:;saifirc(:ﬁ;m;gas (9) ¥y (g') con la solucién, mis correcta, dada

Problemas

1. Una viga de madera en voladizo d 1
e 1,80 de longitud y seccié
rectangular de 20 cm. X 12,6 cm. esté sometida a la accién deyuna cla,:

. 10
ga uniforme de 5 kg. por em. Determinar la energia de deformacién

almacenada si B == 1,2 X 105 kg./om.2.
Respuesta :
- el - 102 xX 1808 x 12
0BT, 3 X 40 x 1,2 X 108 X 12,5 x 308 = 025 kg./em.
2. ;En qué proporcién aumenta la energia de deformacién calculada

en el problema anteriorsilaaltura delavigaes 12,5 cm. y el ancho 20 cm.?

Respuesta: La energia de deformacién crece en la relacién §-;-
b

U

3. Dos barras idénticas, una apoyada y la otra con los extremos
empotrados, gsté\n flexadas por la accién de cargas concentra,d:;,s igua-
les en su seccién central. ;En qué relacién estan los valores de la ener
gia de deformacién almacenada? )

Respuesta: 4:1.

4. Resolver el problema anterior para un i
distribuida de intensidad ¢ sobre a,mba.g ba,rra,se.“ eangn uniformernente

1 Véase Theory of Elasticity, pag. 150, 1934,
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5. Dos vigas de la misma longitud y seccién rectangular estén

igualmente cargadas; las secciones ticnen el mismo ancho, pero las al-
turas estén en la relacion 2 : 1. Encontrar la relacién entre las canti.
dades de energia de deformacidén almacenada.

Solucion: Para una carga dada, la energia de deformacién es pro-
porcional a la fle ma y ésta es inversamente proporeional al momento
de inercia de la seccion. Reduciendo la altura a la mitad, se hard ocho
veces mayor la cantidad de energia de deformacién.

67. Flexion preducida por ehoque.—La flecha dindmica de
una viga, originada por el ckoque de un cuerpo W que cae sobre
ella, se puede determinar por procedimientos andlogos a los
empleados en el caso de que el choque produzea extensién (ar-
[D_‘. ticulo 64). Sea, por ejemplo, una viga sim-

h plemente apoyada, percutida en el cen-

K $ _x
}::_[_ vy e f tro (fig. 251), y supongamos que la masa .
¢y 2 de la viga puede despreciarse frente a la
Frc. 251 masa del cuerpo que choca con ella y que

las fatigas que se originan est4n por debajo
del limite de fluencia. No habré, por consiguiente, pérdida de
energia en el choque, y el trabajo suministrado por el peso W
durante su caida se transformars completamente en energia de
deformacién por flexién de la viga 1. Sea 3 la flecha méxima de
la viga durante el choque. Si suponemos que la elastica de la
viga durante el choque tiene la misma forma que para una

deformacién estitica, la fuerza capaz de originar dicha flecha -

seria (ecuacién 90)
48E1,

[3

P—= 3. (@)

La energfa total almacenada por la viga es igual al trabajo |

suministrado por la fuerza P, o sea
7 — P _ e 24EL 24E’I
2 B3

Si & representa, como anteriormente, la altura de cafda, la .

i
i

ecuacién por la que se determina § sers
24 EI

b
3

Wil -+ 8) = 8o 2421 ®

13

! La deformacion local en la superiicie de contacto de la carga

¥y la viga se desprecia en este calculo.
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de donde
1
8=&rPV&f+§%w, (189)
siendo
wis —_—
8, = =V/2gh.
‘“wsmr, " Vzg

La ecuacién (189) es de la misma forma que la que obtuvi-
mos para el caso de extensién por choque, ecuacién (172). Es
interesante hacer notar que la forma de la ecuacién es inva-
riante para cualquier otro caso de choque con tal de que la
flecha en el punto de choque sea proporcional a la fuerza P
ejercida en dicho punto. Si representamos por « el factor de
proporcionalidad, cuyo valor depende de la estructura, se tendrs
Py 82

U=2-°_
Y 2 2a

aP =3

Por consiguiente,
82
Wh+8) =",
2a
y puesto que 3, = Wa, esta ecuacién se reduce a la ecua-
cién (189).

La flecha & asf calculada representa un lmite superior, al
que la flecha dindmica se acerca cuando no hay pérdidas de
energia durante el choque. Las pérdidas de esta naturaleza re-
ducen la flecha dindmica dada por la ecuacién (189). Las fati-

gas correspondientes pueden hallarse multiplicando por ;— las

8t
fatigas obtenidas por la aplicacién estatica de la carga W. Cuan-
do h es grande comparada con 3, la ecuacién (189) puede

ponerse en la forma mas sencilla

1o o
3= ]/g 8stv“' (6)

Para el caso de una viga apoyada en los extremos y percu-
tida en el centro esta ecuacién da

3—_-. W A0 ((l)

29 24Kl
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El momento flector médximo es en este caso
Pl 848Kl 1 :
Muse = 7= 4
me_848EI,__l_.

Cmax =TT T TR 47

Para uns seccién rectangular, empleando la ecuacién (d),

We* | 18K, ©

= Yoy U

Esta expresi6n indica que la fatiga méxima dependle dt? la

energfa cinética del cuerpo que cae y del volumen h?l de a;D wg?.

Para determinar el efecto de la masa de la viga sobre la

flecha méaxima se supondra que la eldstica, d.u’rante ’el. choque,
tiene la misma forma que para una deformacion esfoatma.

Con esta hip6tesis se deduce * que la masa reducida para una

17 ¢l cuiente. que
viga apoyada en sus extremos es oz r y, por consiguiente, q

la velocidad comin que se establece al comenzar el choque es ::;
w

=17,
L)
Wa

Vy V.

La energia cinética total después de establecerse la veloci-

dad comin v, es
) Wo? 1 .

% (W + 1 ql) = ; ‘

F U ey L l1gl

3BW ,

poniendo este valor en lugar de .
29
en la ecuacién (b), se obtiene

3V

8=238,+ |/ + ‘*“_; 17'_q_l__)' (190) .

( 3BW

B

1 Véase publicacién de Homersham Cox, mencionada anteriormen-
te (pag. 282).
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Esta expresién ya tiene en cuenta el efecto de la masa de Ia
viga en la flecha 1,

En el caso de un voladizo, si el peso W ataca a la viga en

el extremo, el valor de la masa reducida de la viga es % %l
Cuando una viga simplemente apoyada en sus extremos
sufre el choque en un punto cuyas distancias a los extremos

son @ y b, respectivamente, la masa reducida es

1 2\27 41
=11 1+ 25y 2.
105[ +2( +ab) ]g

Problemas

1. Una viga de madera de seccién rectangular, apoyada en sus
extremos y cuya longitud es 2,70 m. sufre en su centro un choque
ocasionado por un peso de 20 kg, que cae desde una altura h = 30 cm,
Determinar el érea necesaria en la secci6n rects si la fatiga de trabajo
es 6, = 80 kg.fom.? y £ = 1,2 X 10° kg./fem.2.

Solucidn: Empleando la ecuacién (e), pagina 296 3,

Wt 18 B 18 x 1,2 x 108
= oo ¢ e =z —————— 3
p: | 2y = 20 X 30 x 270 X 803 750 om.%.

2. En qué proporeién eambia el drea del problema anterior si
L.°, la luz de la viga asumenta de 2,7 a 3,6 m., y 2.° si el peso W aumen-
ta en el 50 por 100?

Eespuesta: 1.° El érea disminuye en la relacisn 3: 4. 2.° El 4rea
aumenta en el 50 por 100.

3. Un peso W = 50 kg. cae desde una altura de 30 em. sobre el
centro de una viga de seccién en I apoyada en sus extremos ¥ cuya

! Diversos ejemplos en los que se aplica esta ecuaeién figuran en

la publicacion del profesor Tschetsche, Zeitschr. d. Ver. d. Ing., pa-
gina 134, 1894. Un estudio més detallado del choque transversal sobre
una viga se basa en Ja investigacién de las vibraciones laterales, unido
al estudio de la deformacién loeal en el punto de choque. Véase De Saint
Venant, loc. cit., pig. 537, nota final de) parrafo 61; C. R., vol. 45, p4-
gina 204, 1857. Véase también S. Timoshenko, Ztschr. f. Math. u. Phys.,
vol. 62, pag. 198, 1913. Diversos ensayos con vigas sujetas a choque
han sido realizados en Suiza, dando resultados de acuerdo con la teoria,.
Véase Tech. Komm. d. Verband, Schveiz Briickenbau w. Eisenhochba.
fabriken, Bericht von M. Ro, marzo, 1922, Véase tambidn los recientes
articulos de Tuzi (Z.), y Nisida (M.), Phil. Mag. (7), vol. 21, phg. 448,
¥y R. N. Arnold. Proc. of the Institution of Mechanical Engineers, vo-
lamen 137, 1937, pag. 217.

* La deformaocion local en la superficie de contacto de la carga
con lu viga se desprecia en este cdleulo,
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longitud es 3 m. Encontrar las dimensiones de la seceién para 6; = 2.400
kg.fem.%, B = 2,4 x 10® kg./cm.8. . .
Solucidn : Despreciando 3, frente a h (véase ecuacion ¢), la relacion
cntre la flecha dindmica y la estdtica serd:
3 ® _1/2h
L 93¢ .
8i la eléstica durante el choque tiene la misma forma que la dfafor-
macién estitica, las fatigas méximas de flexién estarén en la misma
relacién que las flechas, y por consiguiente,

2%, W

8—“'4Z=°"
de donde

Z _6EWA

e e 1

siendo Z el momento resistente de la seccién y ¢ la distancia de la fil.)ra
més alejada a la linea neutra, o sea la mitad de la altura de la viga
en nuestro caso. Sustituyendo los datos numéricos, se tiene:

Z 6X24x10%x%x50x30

= == 12,50 cm.?
2,400% X 300

P

Se necesitard un perfil en I de 12,5 cm. de altura, cuyo peso es
20,4 kg./m. '

4. ;Qué fatiga producirs en la viga del problema anterior un peso

de 100 kg., cayendo sobre cl centro de la viga desde una altura de 15 cm.?

Respuesta :
Omsx = 2.312 kg./em.2,

6. Una viga de madera en voladizo tiene 1,80 m. de lor}gitud y
una seccién cuadrada de 30 X 36 cm. Sobre su extremo libre cae
un peso W = 50 kg. desde una altura b = 30 cm. Determinar la flecha
méaxima teniendo en cuenta la pérdida de energia debida a la masa

de la viga. )
Solucién: Despreciando 3, frentea &, la ecuacién analoga ala (190) da

para ql = 120 kg.,

60

— = 0,68 cm
8= /% —33% 790
140 % 50

@

6. Una viga apoyada en sus extremos sufre una perousién en su
centro por la accién de un peso W que cae desde una altura h. Despre-
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. 4
ciando 8, frente a h, encontrar el valor de la relacitn %V tal que el

efecto de la masa de la viga reduzea Ia flecha dindmica en un 10 por 100
Respuesta :

9 _ 483
2 = 0,483,

63. La expresién general de la energia de deformacién.—Al
examinar los problemas de tensién, compresion, torsién y fle-
xién se ha visto que la energia de deformacién puede represen-
tarse en todos los casos por una funcién de segundo grado en
las fuerzas exteriores (ecuaciones 168, 177 y 184), o por una
funcién de segundo grado en los desplaza-
mientos (ecuaciones 169, 178 y 185). La ex-
presién general de la energia de deformacién
de un cuerpo eldstico tiene también esta
forma siempre que se verifiquen las siguien-
tes condiciones: que el material siga la ley
de Hooke, y que las condiciones del pro-
blema sean tales que los pequefios corri- Fia. 252
mientos debidos a la deformacién no afec-
ten a la accién de las fuerzas exteriores y sean despreciables
para el cdleulo de las fatigas 1. Con estas condiciones los despla-
zamientos de un sistema eldstico son funciones lineales de las
cargas exteriores, y si estas cargas aumentan en una cierta rela-
cién, todos los desplazamientos aumentan en la misma propor-
cién. Consideremos un cuerpo sometido a la accién de las fuer-
zas exteriores P;, P, y P, ... (fig. 252), y apoyado de tal modo
que le sea imposible todo movimiento como cuerpo rigido. Sean
31, 85, 8; ... los corrimientos elsticos de los puntos de aplica-
cién de las fuerzas, medido cada uno en la direccién de la fuerza
correspondiente 2. Si las fuerzas externas aumentan gradual-
mente de modo que estén siempre en equilibrio con las fuerzas
eldsticas internas, el trabajo por ellas realizado durante la de-

! Diversos problemas, tales como la flexién de barras por fuer-
zas transversales unida a extensién o compresién axial no satisfacen
& las condiciones anteriores. Con referencia & estos casos de excepeién,
véase el articulo 72,

Los corrimientos de los puntog en direcciones perpendiculares
8 las fuerzas correspondientes no se tienen en cuenta en el estudio que
sigue,
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formacién serd igual a la eneigia de deformacién almacenada -
por el cuerpo deformado. El valor de esta energfa no depende
del orden en que se apliquen las fuerzas, sino solamente de sug

valores finales. Supongamos que todas las fuerzas externas P

Py, P,, Py ..., igual a la energia de deformacién almacenada en
el cuerpo, sera

es decir, la energfa total de deformacién es ignal a la mitad de
la suma de los productos de cada fuerza exterior por el corri- }
miento correspondiente 1. En las hipétesis hechas anteriormen-
te, los desplazamientos 3,, 3,, §, ..., son funciones lineales de lag

fuerzas P,, P,, P; ... La sustitucién de estas funciones en la

ecuacion (191) da una expresién general de la energfa de defor-
macién, en forma de funcién homogénea de segundo grado, en '
lag fuerzas exteriores. Si las fuerzas se representan como fun-
ciones lineales de los corrimientos, y estas funciones se sustitu-::;'
yen en la ecuacién (191), obtendremos una expresién para la{

energia de deformacién, en forma de funcién homogénea de se~.
gundo grado, en los corrimientos. '

En lo expuesto anteriormente no se han considerado las

reacciones en los apoyos. El trabajo suministrado por estas re= .

acciones durante la deformacién es igual a cero, puesto que el

desplazamiento de un apoyo fijo, tal como A (fig. 252), es nulo,”
y el corrimiento de un apoyo mévil, tal como B, es perpendicu-;
lar a la reaccién, despreciando el rozamiento en el apoyo. Por.
consiguiente, las reacciones no figuran en la expresién de la:
energia potencial (191). a

Consideremos la energfa almacenada en un elemento ctibioo:
sometido a extensi6n, uniforme en tres direcciones perpendicugj

* Esta conclusién fué obtenida por primera vez por Clapeyro f,'r‘
Véase Lamé, Legons sur la théorie mathématigue de élasticité, 2.5 ed R
pagina 79, 1866, '

1s
Py, Py ..., aumentan simultineamente en la misma relacién; en :

este caso la relacién entre cada fuerza y su corrimiento correg-
pondiente puede representarse por un diagrama andlogo al de :
la figura 241, y el trabajo suministrado por todas las fuerzas

LA e e

PR,

S
S RREE (191) =
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lares (fig. 50). Si la arista del cubo es la unidad de longitud, las
fuerzas extensoras en sus caras, numéricamente, seran Oys Oy, Oy,
¥ los alargamientos correspondientes «,, €y, &, Por consiguiente,
la energfa de deformacién almacenada en un centimetro ctibico,
-—ecuacion (191)—, sera
w = 2%z + %y + %28, .
2 2 2
Sustituyendo, en vez de los alargamientos, los valores dados

por (43)1,
w = QLE’— (02 + 62 + 62 — _Ep: (6,9y + 6,0, + 0.0,). (192)

Esta expresion se aplica también en el caso de que algunas
de las fatigas normales sean compresiones; basta para ello atri-
buirles signo negativo. »

8i en unién de las fatigas normales hay fatigas cortantes
ligadas a las caras del elemento, debe sumarse la energia cor-
tante correspondiente (véase pig. 292), y empleando la ecua-
cién (179) se tendrd como expresién total de la energia alma-
cenada en un centimetro ctbico

I
w=on Gt o+ o) — (0, + 0,0, + 00,

1
+ 26 (t3 -+ 75 -+ 3. (193)
Como segundo ejemplo consideraremos una viga apoyada en
los extremos, cargada en el centro con una fuerza P y flexada
por un par M, aplicado en el extremo A. La flecha en el centro,

ecuaciones (90) y (105), sers
. P Miz

= : @
48EI ~ 16EI
El giro en el extremo 4 —ecuaciones (88) y (104)— es
P2 Ml
0= —. b
1681 + SEI ®)

1 Los cambios de temperatura debidos a la deformaecién no se
consideran de importancia practica. Para una discusiéon mas detallada,
véase el libro de T. Weyrauch Theorie elastischer Kérper, pig. 163, Loip-
zig, 1884, Véase también Z. f. Architektur wnd Ingenieurwesen, vol. 54,
péaginas 91 y 277, 1908.
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Por consiguiente, la energfa de deformacién de la viga, igual
al trabajo suministrado por la fuerza Py el par M, serd
Py Mo 1 (le3 M2 n MPl2).

—_— (c)’
v 2+2 EI\ 96 6 16

Esta expresién es una funcién homogénea de segunfio grado :
en la fuerza y par exteriores. Resolviendo las ecua(.n’ones (@)
y (byen M y P, y sustituyendo sus valores en la efz}lacmn (c), se
obtendra la expresion de la energfa de deformacién, en .forma,
de funcién homogénea de segundo grado en los cor1:1m1entos.
Se habrd observado que cuando sobre el cuerpo acttan pares :
los corrimientos correspondientes son los giros de los elementos
de superficie sobre los que dichos pares actdan.

69. El teorema de Castigliano.—Puede establecerse, d.edu-
cido de la expresién de la energia de deformacién en los dlvex.'-
sos casos, un método muy sencillo para el cdleulo de los corri- =
mientos de los puntos de un cuerpo elastico dul.'ante la deforma- "+
cién. Por ejemplo, en el caso de extension sm?;,ﬂe (fig. 1), la.
energia de deformacién viene dada por la ecuacién (168),

P
2AE’

tomando la derivada de esta expresién respecto a P, se obtiene

dU Pl 5
dP  AE ‘.
A

es decir, la derivada de la energfa de deformacién, con relacién a
la carga, da el desplazamiento correspondiente a la carga, 0 sea |
lo que el punto de aplicacién de la carga se desplaza en la direc-
ci6n de Iia carga. En el caso de un voladizo cargado en (.al extre- -
mo libre, la energia de deformacién es (ecuacién ¢, pagina 290)
P23 b

) 6E—[ &

Ia derivada de esta expresién, con relacién a la carga P, da
3 ke

la flecha en el extremo libre SHT
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En la torsién de un 4rbol circular ia energfa de deformacién
es (ecuacién 182)
M3
2G1I,

La derivada de esta expresion con relacién al momento tor-
sor da

U _ Ml _
i, er, *

donde ¢ es el 4ngulo de torsién de eje y representa el corrimien-
to correspondiente al momento torsor,

Cuando actfian yarias cargas sobre un cuerpo eléstico puede
utilizarse el mismo procedimiento para el calculo de los corri-
mientos; por ejemplo, la expresién (c) del parrafo anterior da la
energfa de deformacién de una viga flexada por una carga P,
concentrada en su centro, y por un par M en el extremo. La
derivada parcial de esta, expresion, con relacién a P, da la flecha
en el punto de accién de la carga, y la derivada parcial, res-
pecto & M, da el 4ngulo de rotacién del extremo de la viga en
que actia el par M.

El teorema de Castigliano es una generalizacién de estos re-
sultados !. Si el material del sistema sigue la ley de Hooke, y
las condiciones son tales que los pequefios desplazamientos de-
bidos a la deformacién pueden despreciarse al analizar el modo
de obrar las fuerzas, la energia de deformacién de un sistema
puede expresarse por una funcién homogénea de segundo grado
de las fuerzas exteriores (véase articulo 68), y su derivada par-
cial, con relacién a una fuerza cualquiera, da el desplazamiento
correspondiente a dicha fuerza (véase artfculo 72 para casos de
excepcién). Los términos fuerza y corrimiento tienen en este
caso un significado m4s amplio que el corriente, incluyendo los
de par y corrimiento angular, respectivamente. Consideremos un
caso general (fig. 2562). Supongamos que la energfa de deforma-

! Véase la publicacion de Castigliano Nuova teoria intorno dell’

equilibrio dei sistemi elastic; (Atti della Academia delle scienze, Torino,
1875). Véase también su Théorie de Péquilibre des systdmes élastiques,
Turin, 1879. Para una traduceién inglesa del trabajo de Castigliano,
véaseE. 8. Andrews, Lon don, 1919.
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cién estd expresada como funcién de las fuerzas Py, P,, P,..., es

decir, que .

U=/[(Py, Py, Py, --+) (@)

Si se da un pequefio aumento dP, a cualquier fuerza exterior -

Py, la energia de deformacién tomars un nuevo valor, que ser4
v+ 2Yap, (b)

oP,
Pero el valor de la energia de deformacién no depende del

orden por el que las cargas se apliquen al cuerpo y solafme'nte ’
depende de sus valores finales. Puede suponerse, por consiguien-

te, que la carga infinitesimal dP, se aplica primeramente, y des- *
pués las cargas Py, P,, P;... El valor final de la energia de #

deformacién serd el mismo que da la ecuacién (b). La carga °

dP,, aplicada primeramente, produce un desplazamiento infinj~
n? .

tesimal, y el trabajo suministrado es una cantidad de segundo _

orden que puede despreciarse. Aplicando ahora las cargas P,, .

R

P,, P, ..., se observard que sus efectos no se modifican por la
aplica;ién previa de la carga dP, !, y que el trabajo suminis- ¢

trado por dichas cargas seré el mismo valor U, ecuacién (a) an- -

terior. Pero durante la aplicacién de estas fuerzas la carga dP, ¢
se habré desplazado 3, en la direccién de P, y ha realizado un

trabajo (dP,)3,. Las dos expresiones del trasajo deben ser igua- ®
les; por consiguiente,

2 _
(=L ! L P)= U+ @K
le— x n oP, 7y

Z \ %

oP, ;

Fie. 253 !

Como una aplicaciéon del teorema con-

sideraremos una ménsula cargada con una fuerza P, y un par ¢

M, en el extremo (fig. 253). El momento flector en la seccién "
rm: es M =—Px— M, y la energia de deformacién —ecua~

cién (184)— sers

. . ina 800,

1 E deduce de las condiciones establecidas en la pégina

en virgﬁlu:iselase que la energia de deformacién se obtuvo en forma dey
funcién homogénea de segundo grado. .

¥

tpred
v= [ !
o 2EI :
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Para obtener la flecha § en el extremo de la ménsula se to-
maré la derivada parcial de U, respecto a P, lo que da

> 12
0

oP EI oP
Sustituyendo el valor de M en funcién de Py M,, se obtiene
i ' 3 2
5=-L (Px-{—Ma)xdx:ﬂ Ml .
EI J, 3EI  2Er1

Esta misma expresion puede obtenerse utilizando cualquier
método de los ya explicados, tal como el de la viga conjugada.

7 — ¢ ___"
] TRy
2 4
\-/-x | , ‘-, —Z.

@ s)
Fia. 254

Para obtener el giro en el extremo calcularemos la derivada,

parcial de la energia de deformacién respecto al par M,. Por
consiguiente,

U 1 [

M 1 P My
=— | M—de=_" [ Pyt y gy PP M,
oM, By im,™ Elj;( T = e g

6=

El signo positivo que hemos obtenido para § y 6 indica gue
la flecha y el giro del extremo tienen la misma direccién que
seflalan la fuerza y el par de la figura 253.

Debe notarse que la derivada parcial % indica el médulo

de crecimiento del momento M con relacién a la carga P, y

puede materializarse por el diagrama del momento flector co-

rrespondiente a una carga unidad —véase fig. 254 (a)—. La de-

. .y @ -

rivada parcial % se materializa en forma andloga por el dia-
L]

RESISTENCIA DR MATERIALES. —T, I 20
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grama del momento flector en la figura 254 (b). Empleando las
notaciones :
2]
opP oM,

pueden escribirse los resultados obtenidos en la forma siguiente:

5— L MM’

TRl

Estas ecuaciones, obtenidas para el caso particular de la

figura 253, son validas para el caso general de una viga con

cualquier clase- de carga y sustentada de cualquier forma.
También pueden emplearse en el caso de carga distribuida.

1 3
0=-— | MM.,dz. 195
71 ﬁ (195)

Gonsideremos, por ejemplo, el caso de una viga simplemente

apoyada y cargada uniformemente (fig. 2565) y calculemos la

T i iilie
c
r

n

@

73] @/

Fia. 256

flecha en el centro de esta viga mediante el teorema de Casti-

gliano. En los casos anteriores actuaban las fuerzas y momentos

concentrados y las derivadas parciales respecto a ellos daban los"

corrimientos y giros. En el caso de una carga uniforme no exis-

te ninguna fuerza vertical concentrada en el centro de la viga - :
y no podemos resolver el problema del modo expuesto anterior-
mente. La dificultad se obvia ficilmente suponiendo que en el
centro de la viga obra una carga ficticia P de valor infinitesimal. *

Una fuerza tal no modifica, evidentemente, ni la flecha ni el

diagrama del momento flector representado en la figura 255 (b). .

Al mismo tiempo, la relacién del incremento del momento fiec- ol

. . oM . .
tor al incremento de P, es decir, la ~p’ Viene materializada :
E :

ENERGIA DE DEFORMACION 307

por la figura 255 (c) y (d). Con estos valores de I/ y Jgel

valor de la flecha es

_U_ 1 [ty A r\

P ELJ, " op L\z 1 o
Observando que tanto M como

oM | R4 !

5p son simétricos con relacién al

centro del vano, se obtiene Fia 256
l

!
s=2 [Py _ 2 [2(qlz qu*\x 5 ql*
EI, A an EI_[ (2 “?)édxﬁssugz

Si se quiere calcular el giro en el extremo B de la viga re-
presentada en la figura 255 (2) mediante el teorema de Casti-
gliano, basta suponer infinitamente pequefio el par M, aplica-
do en B. Un par de este valor no modifica el dlagrama del mo-
mento flector —ﬁg 255 (b)—. La

derivada arcnal —
|4 3 M se ve en la

figura 256 (@) y (b). El giro pedi-
do correspondiente al extremo B
de la viga serd

oU
oM, EIZ 0 c‘]lfb
8 i ¢ 1 [tz gat\x
" i), (=55
()
24 EI,

8 A ¢

7 Se ve que los resultados obte-

@~ midos mediante el teorema de Cas-
Fia. 257 tigliano coinciden con los obteni-
dos anteriormente (pig. 133).
El teorema de Castigliano es de gran utilidad para cl cilcu-
lo de deformaciones en los entramados. Sea, por ejemplo, el sis-
tema de la figura 257. Cada barra tiene un nimero v sus longi-
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tudes y 4reas de las secciones rectas figuran en la tabla?, corres-
pondiente. La tensién S; producida en cualqul’er. barra ¢ del sis-
tema por las cargas P;, P,, P, se calcula ficilmente por las
ecuaciones de la estitica para el equilibrio de los m'ldo.s. Dichas
fuerzas §; figuran en la cuarta columna de la tabla indicada.

— —

1 2 3 4 5 6 7
. A A¢ S; S; Sq;S,;l.‘- S?
v cm. cm.? tn. A;
1 625 37,6 — 13,76 | — 0,625 143,2 0
2 375 18,75 82571 0,375 62 1
3 500 12,50 8,00 0 1] 0
4 375 18,75 8,25 0,375 62 1
b 625 12,50 3,76 0,625 117,2 0
6 750 25 — 10,60 | — 0,750 23,6 0
7 625 12,5 6,25 0,625 195,2 0
8 375 18,75 6,75 0,376 50,8 0
9 500 12,50 4,00 0 0 0
10 625 37,50 — 11,25 | — 0,626 117,2 0
11 375 18,75 6,75 0,375 50,8 0
f=m g g’
T SiSih _ g0,
A
i=1 i

La energfa de deformacién de cualquier barra ¢+ —ecuacién

Sty
(168)— es 57ty

La energfa de deformacién total del sistema sera

s
V=3 o (196)

donde la sumacién se extenderd a todas las barras del sistema.; _

En nuestro caso, m = 11. Las fuerzas S; son funciones de las
cargas P, y la flecha 3§, en el punto de aplicacién de una carga
cualquiera P, sera (ecuacién 194)

cU UM 8L 98,

"R T LAE SR

(19%) -
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a8,

o A s
La derivada 3 Pl es la relacién de aumento de la fuerza S;
n

con el aumento de carga P,. Su valor numérico es igual a la ten-
sién producida en la barra ¢ por una carga unidad aplicada en
el lugar de P, y esta propiedad sera la que utilizaremos para
calcular dicha derivada. Las derivadas de ahora en adelante
las representaremos por S;. La ecuacién para el cilculo de las
flechas serd, pues,

S =
" fm=1 AlE

(198

Consideremos, por ejemplo, la flecha 3, correspondicnte a P,
en 4 —fig. 257 (a)—. Los valores §! recopilados en la quinta co-
lumna se obtendrin por las ecuaciones de equilibrio del entra-
mado para las condiciones de carga de la figura 257 (b), en la que
se ha prescindido de las cargas reales ¥ se ha colocado una carga
tnica de valor una tonelada en la articulacién 4 yen la direccién
de P,, o sea verticalmente. Calculados los valores de la colum-
na sexta, utilizando los datos de las columnas segunda a quinta,
la suma de estos resultados dividida por el médulo B = 2 x 10°
toneladas por cm.? da la flecha en 4 (ecuacion 198),

3, =922 _ 0,411 cm.
2 X 108

Lo expuesto anteriormente se refiere a la determinacién de
corrimientos en los puntos de accién de las cargas exteriores y
en el sentido de actuacién de dichas cargas,

En el estudio de la deformacién de un sistema eldstico pue-
de ser necesario calcular el corrimiento de un punto en el que
no exista carga o el corrimiento de un punto en un sentido que
no sea la direccién de la carga actuante. El método de Casti-
gliano puede usarse también en este caso. Aplicaremos en el
punto una carga imaginaria adicional Q en la direccién del co-

o
rrimiento buscado y calcularemos la derivada _c)% . En esta de-

rivada se hace cero la carga Q y se obtiene el corrimiento de-
seado. Vamos a calcular, por ejemplo, en el entramado de la
figura 257 (a) el corrimiento horizontal del punto 4. Aplicare-
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mos una fuerza horizontal @ en ese punto y el corrimiento ho-
rizontal correspondiente serd .

oU 8l o8,
8 = (‘ ) = Ar _J’ - d
v =\20)emo ™ S AE T 3Q @
donde la sumacién se extiende a todas las barras del entramado.

Las fuerzas §; en la ecuacién (d) tienen el mismo significado
que antes, puesto que la carga adicional @ es cero y las deri-

a8, . .
vadas ?% = 8} se obtienen como tensiones en las barras del

entramado para el estado de carga de la figura 257 (c). Sus va-
lores figuran en la columna séptima de la tabla ya citada. Susti-
tuyendo estos valores en la ecuacién (d), encontramos que el
desplazamiento horizontal de A es igual a la suma de los alar-
gamientos de las barras 2 y 4, 6 sea
1 (Silz + %) SR L S— (8,25 4- 8,25) = 0,165 cm.
E\4, A4, 18,75 X 2 x 10°

Al analizar la deformacién de entramados es necesario al-
gunas veces conocer el cambio de distancia que acontece entre
‘ dos puntos del sistema. Este problema puede re-
solverse también por el método de Castigliano.
Vamos a determinar, por ejemplo, la disminu-
cién 3 de la distancia entre los puntos A y B
de la figura 258 (a), producida por las cargas P,
P,, P;. Unamos a ellas dos cargas imaginarias @
aplicadas tal como se indica en la figura con
lineas de puntos. Del teorema de Castigliano se

Sa=

deduce que la derivada parcial (S—g) da en
@=0
este caso la suma de los desplazamientos de 4 y
Fia. 258 B en la direccién A B, producidos por las car-
gas P,, P, P, Utilizando la ecuacién (194),
dicho desplazamiento serd !

aU) _ig’”iqi_z,a,g. S
Q=0

- (5@ T AECQ, DL AETY

! Bste problema fué resuelto por J. C. Maxvell (On the Calcula- '
tion of the Equilibrium and Stiffness of Frames, Phil. Mag. (4), vol. 27, £
pagina 294, 1864; Scientific Papers, vol. 1, pag. 598, Cambridge, 1890. &

i= 3 Siig (199)
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donde 8, son las fuerzas producidas en las barras por el sistema
real de cargas Py, P,, Pg; las cantidades S son las fuerzas produ-
cidlss en las barras para el sistema de cargas de la figura 258 (b),
donde se ha prescindido de todas las cargas reales y se han apli-
cado en 4 y B dos fuerzas unitarias iguales y opuestas; m es el
nimero de barras.

Problemas

1. Determinar mediante el teorema de Castigliano la flecha y el
giro en el extremo de una ménsula cargada uniformemente.

2. Determinar la flecha en I
el extremo B del voladizo de la 4 : [+ Ia
viga de la figura 259. %

3. Un sistema estd formado y%i ¢ 7% e _*l
por dos barras prisméticas de Fia. 259
igual seccion y longitud (fig. 260).

Sobre él actua la carga P. Determinar el desplazamiento vertical de
la articulacién A. ’

Solucion: La fuerza de extension en la barra A B y la d¢ compre-

8i6n de la A0 son iguales & P. Por consiguiente, la energia de defor-
macién del sistema es

P2l
] =2 .,
v 2AF

El corrimiento vertical de A sers

4. Determinar el corrimiento horizontal de la articulacién 4 del
problems anterior.

Solucidn : Apliquemos una fuerza imsgginaria
horizontal @ tal como se indica en la figura 260

~—w, COD linea de puntos. La energia potencial del
Q sistema es

1 2 1 2
P4 — Q) P— 9|1
Fie. 260 U= T4y — Tt TT24E T

La derivada de esta expresion respecto a @ para @ = 0 da para el
desplazamiento horizontal el valor

_eu _ (2 B
= aQ>Q=o = /\37373@:0 =0

5. Determinar ¢l desplazamiento angular de la barra AB pro-
ducida por lu carga £ en la figura 264,
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Solucién: Se aplica al sistema un par imaginario tal como se indi.
ca en la figura con linea de trazos. El desplazamiento angulax corres-

I,\ﬂ—l*——,

Fic. 261 Fia. 262

pondiente a este par es el desplazamiento angular ¢ de la barra A B
debido a la carga P. Las fuerzas S, en este caso, son:

P—l—LJKI—enlabarr&AB y _P——z‘%enlaban'azi(}.

V3 1 VEN'
La energia de deformacién es
l 1 M\2 2 M\2
U=—=||P+ —== — P — —
w7+ ) -

de donde

~(&U _(P«/:i_{_ 5 M PA/3
® =\ w0 =\ AE" T STAE ) y—o

6. 1Qué desplazamiento horizontal produce en el apoyo B de)
pértico de la figura 262 la fuerza horizontal H?

Respuesta:
_2HAR | HAU

3”‘57@?1 EI

1. Determinar el desplazamiento vertical del punto 4 y el horizontal
del punto C en el entramado de acero de la figura 263, si P = 1.000 kg.

1P

48m
Fia. 263 Fia. 264

el érea de la seccién recta do las piezas cémprimidas es 31,26 om.2 y la &

de las otras barras 12,5 cm.2,

P
%

H

s
W
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8. Determinar el aumento de la distancia 4 B producida por las
fuerzas H (fig. 264) si las barras 40 ¥ BC tienen las mismas dimensio-
nes; solamente se tiene en cuenta la energia de deformacién por fle-
xién y se supone « lo suficientemente grande para que el efecto de la
flecha en el valor del momento flec-
tor pueda despreciarse. f‘“—‘ o s

Respuestas

__ 2 H sen%

———

3 EI

9. Determinar la flechaa la dis-
tancia a del extremo izquierdo de ©
la viga uniformemente cargada re- Fie. 265
presentada en la figura 255 (a).

Solucidn : Aplicando una carga P infinitamente pequefia & la dis-

. L - o

tancia a del extremo izquierdo, la derivada ——ng estd materializada en
la figura 265 (@) y (b). Utilizando para M el diagrama parabélico de la
figura 255 (b) la flecha buscada es

oU 1 1. M 1 fafgle qx?\ ab
8 _AMﬁdx—_.é (———- = dz

SPTEI EI 27 2)7
, 1 [fi/qlx  ga®\a(l—uw) __qab .

Escribiendo z en vez de a y I—x en lugar de b, se obtiene Ia expro-
sién de la elastica de acuerdo con los resultados dados en la. pégina 133,

70. Aplicacion del teorema de Castigliano a la resolucién
de problemas estiticamente indeterminados.—El teorema de
Castigliano se utiliza frecuentemente en la resolucién de pro-
blemas estdticamente indeterminados. Estudiaremos primera-
mente aquellos problemas en los que las cantidades hiperestd-
ticas forman parte de las ligaduras, es decir, son elementos del
sistema de reaccién en los apoyos. Sean X, Y, Z ... las fuerzas
de reaccién estdticamente indeterminadas. La energia de de-
formacién del sistema serd una funcién de estas fuerzas. Para
apoyos fijos o apoyos cuyo movimiento sea perpendicular a la
direceién de las reacciones, las derivadas parciales de la energia
de deJjormacién respecto a las fuerzas desconocidas debersn ser
nulas, de acuerdo con el teorema de Castigliano. Por consi-

guiente,
oU _, U oU

—-=0; -—-_—0; —_— = e
°X 1% 37 (200)
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De este modo se tienen tantas ecuaciones como reacciones
hiperestéticas.

Se observara que las ecuaciones (200) representan las condi-
ciones de minimo de la funcién U, lo que nos dice que las fuerzas
de reaccién hiperestdticas toman los valores necesarios para que
sea minima la energia de deformacién del sistema. Esta propie-

7 y minimo tal como se aplica a la determi-
M‘,(, [T 8 nacién de ligaduras hiperestaticas 1.
% (e Como ejemplo de aplicacién de este
F1e. 266 principio, consideraremos una viga em- .

potrada por un extremo y apoyada por
el otro, sometida a la accién de una carga uniformemente repar-
tida (fig. 266). Este problema tiene una ligadura hiperestética.
Tomando la reaccién en el apoyo derecho X como ligadura hi-
perestatica, se encontrard su valor por la condicién

au
=0 (a)
dX
La energia de deformacién de la viga, ecuacién (187), es
! e
U— M dx’ )
o 2EI

en donde

2
M= Xp— T,
2

Sustituyendo en (a), se obtiene
: 1 2
av 1 M, 1 (Xx—gx)xdx
dX EI J, d4dX EI Jo 2

I

3 4

L
Bl 3 8

de donde

. 3
X = Zgql.
3

,X dad constituye el principio del trabajo -’

SR i G e T e

T

' Ei principio del trabajo minimo fud establecido /priqlerqmenf@
por F. Menabrea, en su articulo Noveau principe sur lu (hstnbynon des :
tensions dans les systémes élastiques, Paris, C. R., vol. 46, pig. 1056,
1858. Véase también C. R., vol. 98, pég. 714, 1884, La demostra-"

Y
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En lugar de la reaccion X, pudo haberse tomado como liga-
dura hiperestética el par M, en el empotramiento del extremo
izquierdo de la viga. En ese caso habriamos expresado la ener-
gia de deformacién en funcién de M o La ecuacién (b) es vélida.
El momento flector para cualquier seccién es

(2 My, g
Mﬁ(?‘?)x 5 B

Co a0 la seccién de empotramiento no gira cuando la viga se
flexa, la derivada dela energia de deforacién respecto a M, de-
beré ser cero. Expresando analiticamente esta condicién, se tiene

! l 2
W _ 1 (A 1 [(Zl_%)w_ﬁ]?dx
aM, EI J, © dm, EI Jo [\2 1 2

{
3
_._i(ﬂ__M“l): 0,

EI\24 3
de donde el valor absoluto del momento es
2
M=,
.8

Los problemas en que se consideren como cantidades hiper-
estdsticas las tensiones que correspondan a las barras sobrantes
de un sistema también pueden resolverse aplicando el teorema
de Castigliano.

Sea, por ejemplo, el sistema, representado en la figura 15,
examinado anteriormente (véase pag. 19). Considerando la fuer-
za X en la barra v :tical OC como cantidad hiperestatica, las
fuerzas en las barras inclinadas O B y OD son

P_X
2 cos «
Representando por U 1 la energia de deformacién de las ba-

cién completa del prineipio fué dada por Castigliano, quien hizo de este
principio el método fundamental de la resolucién de los sistemas hiper-
estaticos. La aplicacion en la ingenieria de los métodos de la energia de
deformacién fué desarroliada por O. Mohr (véase su Abhandlungen aus
dem Gebiete d. technischen Mechanik), por H. Miiller-Breslau, en su
libro Die neueren Methoden der Festigkeitslehre, y F. Engesser, Uber
die Berechnung statisch unbestimmter Systeme (Zentralbl. d. Bauver-
walt, pdg. 606, 1907). Una bibliografia muy completa de este asunto
figura en el articulo de M. Griining, Encyklopadie d. Math. Wiss., vo-
lumen 1V, 2, 1T, pig. 419.
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rras inclinadas —fig. 267 (@)— v por U, la encrgfa de deforma- '\?j'
cién de la barra vertical —fig. 267 (b)—, la energia de defor- -

macion total del sistema es?

__X\2 2
U=:U1+U2=(P X) l Al-
AEcosaa 2A4F

2 cos o

Fia. 267 Se ve que el verdadero valor de la -
fuerza X en la barra sobrante es el que

hace minima la energfa de deformacién total del sistema. Ponien~

do, en vez de U, su valor (c), en la ecuacién (d) se obtiene
_(P=X l L X

=2 — o,
2cos2o ABcosa  AE :
de donde
X=—r
14 2cos?x

Un razonamiento analogo se aplica al caso de sistemas estd- 4
ticamente indeterminados con una barra sobrante. Para fijar '
las ideas, consideremos la estructura de la figura 268 (a). Las "=
reacciones pueden determinarse por las ecuaciones de la esté- -

tica, es decir, el sistema esté isostdticamente apoyado; pero al
ir a determinar las tensiones en las barras, vemos que existe una -
barra sobrante. Supongamos que esta barra sobrante sea la CD.
Quitaremos dicha barra, y en sus extremos C y D aplicaremos -
dos fuerzas X iguales a la tensién que le corresponderia y, por

consiguiente, opuestas entre si. Tenemos ahora un sistema es- -

! Se supone que todas las barras tienen e] mismo médulo de elag=i
ticidad £ y la misma seccién 4. ’

5

(¢)
4

Si 8 es el desplazamiento real hacia abajo del nudo O de fa :
figura 15, la derivada con relacién a X de la energia U, del sis-
tema de la figura 267 (a) serd igual a — 8, puesto que la fuerza X
del sistema tiene direccién opuesta a.

L la del desplazamiento 3. Al mismo
2]
tiempo, la derivada 5—% valdra §; por
consiguiente,
o
¢ 0V 20 U 550 @) ¢
w 9% X X
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taticamente determinado sometido a la accién de la fuerza co-
nocida Py de las dos desconocidas X. Las tensiones correspon-
dientes a las barras de este sistema se podran hallar caleulando:
primero, las que produce la carga real P Y que representaremos
por 57, siendo ¢ el ntimero de orden de la barra; segundo, las
que se originan en dichas barras cuando se prescinde de la car-

T Lk pep T af. ¢ 1
e |/ 13 a
AN}
A
£ 8 A -] A a4
e ——
@ 1) 4
F1a. 268

ga exterior P y se pone en lugar de las fuerzas X dos fuerzas
unidad —fig. 268 (c)—. Estas tltimas tensiones o fuerzas inte-
riores las representaremos por 8;. La fuerza interna correspon-
diente a cada barra, cuando acttian simultdneamente la fuer-
za Py las fuerzas X, serin
8; =8+ §/X. ()
,La energia de deformacién total del sistema (ecuacién 196)
gera

>

UG St sy 8 X, 0
=1 24,8 2, 248

La ecuaci6n se extiende a todas las barras del sistema, inclu-
8o a la CD, de que habiamos prescindido . Se aplica ahora el
teorema de Castigliano y la derivada de U respecto a X da el
desplazamiento de los extremos F y Fy, el uno hacia el otro.
En el caso actual, la barra es continua ¥ esie desplazamiento es
cero. Por consiguiente,

[\

dau
dX
es decir, la fuerza X en la barra sobrante es tal que -hace mining

0, (9

la energia de deformacién del sistema.

* Para csta barra, 8 = 0 y &) = |,
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Mediante las ecuaciones (f) y (g), tendremos

LR JURR.2 TN RS # YL

= 0’ e

(2.¢ i=1 2A"E juml AI-E 3

-de donde :
t=m 991,
-Z AE

X = — fl_ . ©@o1)
fam] A@E

Este procedimiento es también aplicable a un sistema en el
que existan varias barras sobrantes.
El principio del trabajo minimo puede aplicarse también en -

el caso de que las cantidades hiperestaticas sean pares. Conside-

A I e
] B, (@

- [ 72— i

A HHHHHIIIIIHIHIHHHH% ALTTETIT e

L b MyFe— L — (0}

Fia. 269

remos, por ejemplo, una viga sobre tres apoyos uniformemente :
cargada (fig. 269). Si se toma como ligadura hiperestatica el mo-

mento en el apoyo central y se corta la viga por el apoyo B, se
obtendran dos vigas apoyadas —fig. 269 (b)— cargadas con los
pares desconocidos M, ademds de con la carga uniforme cono- -
cida de valor ¢. Al no existir rotacién del extremo B’ respecto al &

extremo B’/, debido a que en nuestro caso —fig. 269 (a)— la elas-
tica es una curva continua,

dM,
Expresién que indica que también en este caso el valor que =

corresponde a la cantidad hiperestatica hace minima la energia

de deformacién del sistema, P

Problemas

1. La carga vertical P est4 sostenida por una barra vertical DB de;
longitud I y secciéon A y por dos barras igualmente inclinadas de lon-;(.

T R

NG e A

iiesd

SR N Y

S e B

S

Wy, (209)
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gitud I y seceiton A4, (fig. 270). Determinar las tensiones en las barras y

.. Al
la relacién 4 bara la que dichas tensiones son numéricamente iguales,

=3,

X
_.'.__l

bt

: A
Fra. 270 Fia, 271

Solucidn: i sistema es hiperestético. Sea X la fuerza de extensién

de la barra.lvertieal. Las fuerzas de compresién en las barras inclina-

das serén % (P — X)) y 1a energia de deformacién del sistema es
U — X% (P—-X)¥
, 2AE " oA, E
El principio del trabajo minimo da:
dUu _Xi (P—X)

diX“FAT 4Em —%
de donde

Sustituyendo en la ecuacién

X=_l_ (P— X)

V2
4,=14/2 4.

2. Determinar la reaccién horizontal X en el gistema represen.
tado en la figura 271,

Solucidn: La fuerza desconocida X intervendr4 solamente en la
parte de energia potencial de flexién que corresponde al trozo A B de

la barra. Para este trozo, M = Pg — Xz, y la ecuacién del trabajo
minimo da:

dU_d [Mde 1 1, dy 1 [
dX = dX Jo 3EI —E_'IﬁMﬁdx=—E7./;(Pa—Xx)xdx
1 (XP Pqnr
ZI T‘T)=°'

se obtiene

de donde
3 a
X = 3 P 7°
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3. Determinar las relaciones horizontales X en el sistema de la

figura 272. Todas las dimensiones

figuran en la tabla siguiente. ‘
Solucién: Por el principio del

trabajo minimo, se tiene

dU _ d o Si; Sil; dSq

3 = == (),

dX " dX"24;F " “A,EdX

Sea 8} la tensién producida en
la barra i por la carga conocida P,
S, la tensién producida en la mirna

(b) barra reemplazando las fuerzas X
! 1 por otras unitarias. Los valores de
Fic. 272 8! y 8] se determinan por las con-

diciones de la estética y figuran en
las columnas 4.2 y 5.8 de la tabla. La tension total en una barra cual-
yuiera seré: )
Si = Sﬁ + Si X.‘

2

I 4 , s | sz
cr:n. cm.? Si S 4; A;
1 450,75 31,25 | — L,803 P 1,202 | — 51,24 P 20,8
2 395,25 18,75 1,681 P| — 2,108 | — 70,28 P| 93,6
3 125,0 12,60 | - 1,000 | — 1,333 | — 13,32 P 17,8
4 450,75 | 31,25 | — 1,803 P 1,202 | — 31,24 P 20,8
6 395,25 | 18,75 1,681 P| — 2,108 | — 70,28 P| 93,6 -
Z = -—216,36 P; = = 246,6
Sustituyendo su valor en la ecuacion anterior, queda
7S+ 8o o
1 &
de donde
x— it A -

i=1 A

T.os elementos de estas sumaciones figuran en las columnas 6. y

7.8 de la tabla. Sustituyendo los valores en la ecuacién (f), se obtiene ;
X = 0,877 P.

i
4
x
%

&
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4. Determinar la tensién en la barra horizontal sobrante del siste-
ma de la figura 273, suponiendo que la longitud de esta barra es 750 cm.
y el drea de su seceién recta 4,. Las D
barras restantes tienen las mismas
dimensiones que en el problema 3.

Solucidn : La tensién de Iz barra
horizontal se calcula por la ecua-
cién (201), Esta ecuacién es andlo-
ga a la ecuacién (f) del problema 3,
‘pero en el sistema de la figura 273
existe ademés la barra horizontal,

La tensién producida en esta ba- It
rra por la fuerza P actuando sola th)
(X = 0) es cero, es decir, 8 = 0. Fic. 273

La tensién producida por las dos

fuerzas iguales & la unidad —fig. 273 (b)— es S, = 1. Il término adi-
cional en el numerador de la ecuacion (f) es

SN
A,
El término adicional del denominador es:

S2, 1-1, 750

0.

=

4, 4, 4,

Por consiguiente, empleando los datos del problema 3,

_ 216,36P
~ 750 )
4 +246.6
Tomando, por ejemplo, 4, = 62,5 cm.3,
216,36 P
= 1212466 = 0,836 P.

Que es solamente el 4,7 por 100 menor que el valor obtenido en el
problema 3, para apoyos fijos 1,
Suponiendo 4, = 6,25 cm.2,

216,36

X= m=0,590p.

Se observaré que en un sistema hiperestatico las tensiones en las
barras dependen de sus secciones rectas.
5. Determinar las tensiones

ra 20 utilizando e] principio del ¢
6.

en las barras del sistema de la figu.
rabajo minimo.

Determinar las tensiones en las barras del sistema represen-

1

Tqrpando 4¢ = o ge obtiene la misma condicién que para
apoyos fijos.

RESISTENCIA DE MATERIALES, — T. I 21
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tado en la figura 274, suponiendo que todas las barras son de las mis.
mas dimensiones y materiales.

Solucién: Prescindiendo de una barra, los esfuerzos en las demés
pueden determinarse por las condiciones de la estatica; por consiguien.
te, el sistema tieme una barra hiperestética solamente, sea esta barra
la 1y X la tensién correspondiente. Todas las barras que son lados del
hexdgono tendran las mismas tensiones X; las barras 8, 9, 11 y 12 su-
fren compresiones X y las tensiones en las barras 7y
10 valen P — X,

La energia de deformacién del sistema es:

X2 (P—X)2

U=Wsyp+2 347

Establéciendo que g% = 0, se obtiene

Frc. 274 x=-%

7. Determinar las tensiones en el sistema de la figura 268, supo-
niendo que todas las barras tienen la misma seccién recta y tomando
como hiperestética la tensién en la diagonal AD. o .

Solucidn : Sustituyendo los datos dados por la tabla siguiente, en
la ecuacién (201), se tiene:

X—3+2‘/2P

=T¥eval

@- L 5 s, sz | sa
1 aP a
1 a P _% _7§ 2
1 aP a
9 a P ~ 75 ~a 3
3 a 0 —:}—5 0 g
1 aP a
4 a P TR Yz 2
a2 | —P/2 | +1 —2al’ av?2
a2 0 +1 0 a2

so o B2V o 500 4 /3
V2 -

R P I

-y
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8. Un cuadro de seccién uniforme (fig. 275) se somete a Ja accién
de una carga uniformemente repartida de intensidad g. Determinar
€l momento flector en los dngulos.

Respuesta :

_ a®+ g,
T 12(@+b)

9. Una carga P esté sostenida por dos vigas de igual seceibn que

8o cruzan en angulo recto (fig. 276). Determinar la presién X entre
las vigas.

Respuesta:
__ pp
BB
10. Encontrar el valor de la hiperestatica H en ol pértico repre-
sentado en la figura 167, utilizando el principio del trabajo minimo,

(AILIRYNIIN

ot > 4P

TR 1

3 b

-4 = [ ’

bt 1 > ?—‘P’I Z

- > _QT_'* T
IRERERE P ERAg 2 z "
Fia. 275 Fia. 276

Solucién: La energia de deformacién por flexién del pértico es

& Hzxzdx i (IL[O bl Hh)zdx
g [*E
4 2% 3 BT, +/o CY 7 (@)

donde M, representa el momento flector para las secciones del dintel

calculado como viga apoyada en sus extremos. Sustituyendo en la
ecuacién

dUu
am =9 (k)
se encuentra
2HW HWI h 1
L3 E—z=mﬁ,M°d”- (%)

La integral del segundo miembro es el drea del diagrama triangular
de momentos flectores para una viga con carga concentrada P. Por
consigeiente,

Sustituyendo en (k), se obtiene para H la expresién ya conocida
{ecuacién 114, pag. 192).
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11. Encontrar las incégnitas hiperestdticas en las estructuras re-
presentadas por las figuras 166, 169 y 171, utilizando el principio de

trabajo minimo.
12. Hallar el momento flector en la figura 269, suponiendo l; = 2I,.

71. El teorema de la reciprocidad de los trabajos.—Comen-
zaremos considerando la viga simplemente apoyada de la figu-
ra 277 (a), y calcularemos la flecha en el punto D, cuando la car-
ga P acttia en C. Esta flecha se obtiene haciendo « = d en la

ecuacién (86), y sera

bd
(¥)g=a = o (IF—b*—d?). (@

61
Se ve que la flecha (a) no varfa si se cambia d por by b por d,
lo que indica que en el caso de la figura 277 (b), la flecha en D, es
la misma que la flecha en el
punto D de la figura 277 (a).
De la figura 277 (b), se ob-
tiene la figura 277 (c), giran-

a 8 o .
a p] < 2" gina que el punto C, coinci-
}* 6 °I @ L_' “ _"‘ da con el punto D, y el pun-

P‘ to D, con el punto C. Por

15 2 < a8 consiguiente, la flecha en C,

| a _’l I'" o en la figura 277 (c), es igual
@
Fie. 277 a la flecha en D, en la figu-

ra 277 (a). Este es un caso
particular del teorema de la reciprocidad en el trabajo.

do la viga 180°% lo que ori-

Para establecer el teorema en forma general 1, considerare-
mos un cuerpo elastico. Sea el cuerpo representado en la figu-

ra 278 y supongamos que estd apoyado de tal manera que le sea
imposible todo movimiento como cuerpo rigido. El primer es-
tado de fatigas lo ocasiona el sistema de fucrzas exteriores

! Un caso particular dc este teorcma fué obtenido por J. C. Max- |
well, loc. cit., pag. 310. El teorema se debe a E. Betti, Il nuovo cimento

(serie 2), vols. 7y 8, 1872. En una forma més general, el teorema fué

G i A R B

%

.,

dado por lord Rayleigh, London Math. Soc. Proc., vol. 4, 1873, o Scien~ .
tific Papers, vol. 1, pag. 179. Diversas aplicaciones a la solucién de pro- .
blemas de ingenierfa han sido hechas por O, Mohr, loc. cit., pagina 315,

y H. Miiller-Breslau, loe. cit., pag. 315.
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P,y P,. El segundo lo origina el sistema Py y P,. Tl corrimien-
to de los puntos de aplicacién en las direcc ones de las fuerzas
son 8, 8,, 83 ¥ 3,, en el primer estado, y 8, 8, 8, 3, en el
segundo estado. El teorema de la reciprocidad dice: El trabajo
correspondiente a las fuerzas del primer estado para los corri-
mientos del segundo estado es igual al trabajo correspondiente
a las fuerzas del segundo estado para los corrimientos del pri-
mero. Es decir,

P81 + Pyp3; = Py + Pp3,. (203)

Para demostrar este teorema, consideraremos la energfa de
deformacién del cuerpo cuando acttian simulténeamente todas
las fuerzas P, ... P, y ha-
remos uso de la propiedad
de que el valor de la ener-
gia de deformacién no de-
pende del orden en que se
aplican las fuerzas, sino de
los valores finales que estas
fuerzas alcanzan. Suponga-
mos que primeramente se aplican las cargas P,y P, y después
las fuerzas P, y P,. La energia de deformacién almacenada du-
rante la aplicacién de P, y P, es

PyS,

P
i) @

Fia. 278

Aplicando ahora P; y P,, el trabajo suministrado por estas |
fuerzas es

P | PY;

9 9 (b)

Ahora bien, durante la aplicacién de las fuerzas P,y P, los
puntos de aplicacién de las fuerzas P,y P, se habran desplaza-
do 3] y 8;. Por consiguiente, P, y P, realizan un trabajo

P + Py, 1, (©

L . .
Estas expresiones no se dividen por 2 porque las fuerzas P, y

Py permanecen constantes durante el tiem
pern > po en el que s
aplicacién experimentan los desplazamientos 8] y g,’,. s puntos do
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La energia de deformacién que en total ha almacenado el
cuerpo se obtendrd sumando (a), (b) y (c); es decir,
!’ ’
vt Bl PR PR by b @
2 2 2 2
Si ahora suponemos que primeramente se carga el cuerpo
con las fuerzas P, y P, y después con las P, y P, y repetimos el

razonamiento expuesto, obtendremos

P} P
2 2

U=

P33, P,
+ ;1+ ;“+P383+P484- ()

Escribiendo que (d) y (e) son iguales, se obtiene la ecuacién
(203). Este teorema puede demostrarse cualquiera que sea el
nimero de fuerzas y también para pares o para fuerzas y pares.
En el caso de un par, el corrimiento que se considera es el dn-
gulo de rotacién correspondiente.

Para el caso particular de que en el primer estado de fatiga
actiie una sola fuerza P, y de que en el segundo estado exista
Unicamente la fuerza P,, la ecuacién (203) da !

P.3, = P3,. (204)

Si P, = P,, se deduce que 3; = 3,, es decir, el corrimiento
del punto de aplicacién de la fuerza P, en la direccién de la
fuerza P, producido por la fuerza P, es igual al corrimiento del
punto de aplicacién de la fuerza P, en la direccién de P,, pro-
ducido por la fuerza P,. Una comprobacién de esta propiedad,
para un caso particular, se vié para la viga de la figura 277.

Como otro ejemplo, consideraremos la flexién de una viga
apoyada. En el primer estado la supondremos flexada por la
accién de una carga concentrada P aplicada en su centro; en el
segundo estado, actfia sobre la viga un par flector M en su ex-
Pr o
16 EI’
par M aplicado en el extremo produce en el centro una flecha

M2
16EI

tremo. La carga P produce un giro en el extremo 9 =

1 Kl primero que probé esta propiedad fué J. C. Maxwell, y fre.
cuentemente se denomina ¢teorema de Maxwells.

et
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La ecuacién (204) dice
2 2
Mz o P .
16 BT 16 E1

El teorema de la reciprocidad de los trabajos se emplea mu-
cho para estudiar las lineas de influencia en los sistemas hiper-
estaticos. Sea, por ejemplo, una viga empotrada por un extremo
y apoyada por el otro (fig. 279), sometida a la accién de una car-
ga concentrada P. Se trata de encontrar
c6mo varia la reaccién X cuando la car- Xt_ z __r
ga P se mueve sobre la viga y, por con- 4% % "E}

siguiente, varfa la cantidad x. Conside- y “
remos el estado real de la viga —figu- | ; ! i

ra 279 (a)— como primer estado de fa- -g—'\ Lo %
tigas. El segundo estado (ficticio) ser4a T ——~"T & *
el de la figura 279 (b). Se ha prescindido Fra. 279

de la carga extetior y de la cantidad

hiperestatica X y se ha cargado la viga con una fuerza unitaria
en la direccién de X. Este segundo estado es estiticamente de-
terminado y la eldstica correspondiente (véase ecuacién 97, pi-
gina 142) serd la de la figura.

Si los ejes coordenados se toman como indica la figura 279 (b),
se tendra

=1 g e
y—GEI(l z)2(21 4 2). 0

Representemos con 3 la flecha en el extremo y con y la flecha
a la distancia x del apoyo izquierdo. Aplicando el teorema de re-
ciprocidad de los trabajos, se tiene: El trabajo de las fuerzas
del primer estado para los corrimientos del segundo es

X3 —Py.

El trabajo de las fuerzas del segundo estado para los corri-
mientos del primero sers nulo, puesto que el punto de aplica-
ci6n 4 de la fuerza unitaria tiene corrimiento nulo en el primer
estado 1. Por consiguiente,

X5— Py =0,

! Las reacciones en el extremo empotrado no se consideran en

ambos casos a causa de ser nulo el desplazamiento correspondicutc.
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de donde

_ p¥.
X—Ps (9

Se ve, pues, que a medida que la carga P cambia de posicién,

la reaccién X es proporcional a los valores correspondientes de Y

en la figura 279 (b). Por consiguiente, la eléstica del segundo es--

tado (ecuacién f) representa grificamente el modo de variar X

con z. Esta curva ser4 la linea de influencia de la reaccién X 1,
Si actlan varias cargas simultdneamente, empleando el mé-

todo de superposicién y aplicando la ecuacién (g), se tendré

X = é S Py,

donde y, es la flecha correspondiente a la carga P, y la suma-
cién se extiende a todas las cargas. :

Problemas

1. Construir lus lineas de influencia para las reacciones en los
apoyos de una viga continua sobre tres apoyos (fig. 280).

Solucion: Para encontrar la linea de influencia de la reaccién en el

R'e apoyo intermedio consideraremos como

"" —'1" - » primer estado de fatiga el de la figu-

‘T-— —-T /) ra 280 (a). El segundo estado es el de la

& YRk figura 280 (b), en el que se prescinde de

: 8 lacarga Py de la reaccion X, y en el

ATy Ry T 1 lugar de esta ltima se hace actuar una

carga unitaria hacia arriba. Este se-

gundo estado es estaticamente deter-

minado y su eléstica conocida: —ecua-

ciones (86) y (87), pagina 136—; por

consiguiente, las flechas 8 e y se pueden

calcular. El trabajo correspondiente a las fuerzas del primer estado

para los corrimientos del segundo es

X3 — Py.
El trabajo correspondiente a la fuerza unitaria del segundo estado

para los corrimientos del primero (flecha cero en C) es cero; por con-
siguiente,

X3—Py=0; X=P§.

1 El empleo de modelos para la determinacién de lineas de. in.

fluencia ha sido desarrollado por G. E. Beggs, Journal of Franklin
Imstitute, 1927,

;;ug«_{l' Fapliieg s

T
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Es decir, la eléstica del segundo estado es la linea de influencia de
la reaccion X. Para obtener la linea de influencia de la reaccion en B,
el segundo estado de fatiga sers el que representa la figura 280 (c).

2. Utilizando la linea de influencia del problema anterior, deter-
minar la reaccién en B si la carga P esté en el centro del primer tramo

(x = l—21) —fig. 280 (a).
Respuesta: La reaccion estars dirigida hacia abajo y valdrd

3P 1
16 B+ Ly

3. Encontrar la linea de influencia correspondiente al momento
flector en el apoyo central C de la viga continua sobre tres apoyos de
la figura 281. Utilizar la linea hallada para averiguar el valor del momen-
to flector M,, cuando la carga P esté en el centro del segundo tramo.

Solucidn : El primer estade le fati-
ga es el que origina la carga real —figu- M lp 3

A
ra 281 (a)— con el momento flector M, T 3\
aplicado en la seccién C. Para el segun- - l (@J l b

do estado se quita la carga P, se corta A I8
la viga en C'y se aplican dos pares uni- (v
tarios en lugar de M, —fig. 281 (b)—. 1cy

Fia. 281

Este tultimo caso es estéticamente de-
terminado. Los éngulos 6, y 0, vienen
dados por la ecuacién (104), y la flecha y por la ecuacidén (105). La suma
de los dngulos 6, y 6, representa el corrimiento en el segundo estado
correspondiente al momento flector M, que obra en el primer estado.
El trabajo correspondiente a las fuerzas del primer estado para los
corrimientos del segundo es 1:

M,(6, + 0,) — Py.

El trabajo correspondiente a las fuerzas del segundo estado para
los corrimientos del primero es cero, puesto que en la figura 281 (a) la
viga no esté cortada. Por consiguiente,

M0, + 0y) — Py = 0;

O sea
-p Y _.
M, =Pt )

Se ve que cuando la carga P cambia de posicién, el momento flec-
tor M, varia proporcionalmente a la flecha y. Por consiguiente, la _

! Se supone que el momento flector M, produce una eldstica
cbéneava por abajo.
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eldstica en el segundo estado representa la linea de influencia de M,.
Recordando que

_h+lh

6 46, = BET

y que la flecha en el centro del segundo tramo es

1.2
WemG = 1651

el momento flector, cuando la carga P estd en ol centro del segundn
tremo —ecuacién (h)—, sera
3 P4
R R A
4. Encontrar la linea de influencia correspondiente al momento
flector en el extremo empotrado de le viga 4B (fig. 279) y caloular este

M

momento cuando la carga esté situada a z = :l—; del apoyo izquierdo.
Lespuesta: -
4

5. Construir la linea de influencia correspondiente & las reaccio-'

nes horizontales H del pértico de la figura 167 (a) cuando la carga P se
p mueve & lo largo de la barra A B.

l B Respuesta: La linea de influencia
tiene la misma forma que la eldstica

by

de carga de la figura 166 (c).

6. Hallar la linea de influencia
correspondiente a la tensién X en
la barra horizontal 0D —fig 282 (a)}—
cuando la carga P se mueve a lo lar-
go de la viga AB. Calcular X cuan-
do la carga estd en el ceniro de la
viga. Los corrimientos dabijos al
alargamiento o contraccién de las
barras se despreciarén y s6lo se con-
siderard el corrimiento debido a la
flexion de la viga 4 B.

Solucién: El estado de carga de
la figura 282 (@) se tomars como pri-
mer estado de fatiga. En el segundo estado se prescinde de la carga Py
de las fuerzas X, y en el lugar de estas tiltimas se colocan dos fuerzas uni-
tarias —fig. 282 (b)—. Debido a estas fuerzas, se transmitirén a la viga
AB en los puntos 'y H unas presiones verticales dirigidas haocia arri-

Fic. 282

1.k . , -
ba de valor < 7 la viga flexara tal como se indica con lineas de trazos.

de la barra 4B para las condiciones,

e
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Si 1a flecha de 1a viga en el punto corrcspondiente a la carga P la repre-
sentamos con y y 5 es el corrimiento de los puntos C y D, uno hacia el
otro, en el segundo estado de fatiga, el teorema de la reciprocidad de
los trabajos da

X3—Py=20 0 sea X——-P%-

(£)

Por consiguiente, la eldstica de la viga 4B, en el segundo estado,
es la linea de influencia pedida. La flexién de una viga por la accién
de dos cargas situadas simétricamente se analizé en el problema 1, pi-
de dos cargas situadas simétricamente se analizé en el problema 1, pa-

gina 151. Poniendo -l—ck en lugar de P en las férmulas que obtuvimos,
las flechas de la viga en F y a la mitad de la luz serén

h h
(Y)gme = ch*I Bl—40) ¥ Wemy= gz BL— 4D,

respectivamente.
Examinando la rotacién del tridngulo 4 FC —fig. 282 (¢}— como un
cuerpo rigido, se ve que el corrimiento horizontal del punto C es igual al

corrimiento vertical del punto F multiplicado por o por consiguiente,

h h3

8= 22 (Y)gme= 557 (Bl —4 ).

Sustituyendo este valor y el de la flecha a la mitad de ia luz en la

ecuacién (), se obtiene
_P3 12—4c?
T 8L 31 —4c’

7. Encontrar la linea de influencia correspondiente a la tensién
en la barra OD del sistema representado en la figura 253, despreciando

C

4 c [P s

D

{
2

I

Fia. 283 Fie. 284
los corrimientos debidos a los acortamientos y alargamientos de las
barras y considerando solamente la flexion de la viga 4 B.
Respuesta: La linea tendré la misma forma que la correspondiente
a la reaccién en el apoyo central de la viga sobre tres apoyos (véase pro-
blema 1, pig. 328).
8. Construir la linea de influencia para la barra BC que atiranta
a la viga A B. Hallar la tensién en BC cuando P estd a la mitad de
AB (fig. 284).
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Respuesta: Despreciando los corrimientos debidos al alargamiento
del tirante BC y a la contraccién de la viga A B, la fuerza en BC es
5 P
16 sen o

72. Casos de excepeién.—Al deducir el teorema de Castiglia-

no y el de reciprocidad de los trabajos, se ha supuesto que los
corrimientos debidos a la deformacién son proporcionales a las
cargas que obran sobre
el sistema eldstico. Exis-
ten casos para los que
dichos corrimientos no
son proporcionales a las
cargas aun cuando el
8 material de que est4 for-

mado el cuerpo siga la

ley de Hooke. Estos ca-

808 se presentan siempre
que los corrimientos debidos a la deformacién influyen en la accién
de las cargas exteriores. En dichos casos, la energia de deforma-

D

Y y

=K

F1a. 285

@

cién no es ya una funcién de segundo grado y el teorema de Cas-'

tigliano no es valido. Para aclarar esta limitacién, vamos a consi-
derar el caso sencillo de que solamente una carga P acttie sobre
el sistema eldstico. Supongamos primeramente que el corrimien-
to § es proporcional a la fuerza correspondiente P, tal como indi-
ca la linea recta OA de la figura 285 (a). El 4rea OA B representa
la energfa de deformacién almacenada por el sistema durante la
aplicacién de la carga P. Para un aumento infinitesimal d$ en
el corrimiento, la energia de deformacién aumenta en la canti-
dad que representa el drea rayada en la figura y se obtiene

adU = Pds. (a)

Si la ley de variacién es lineal, el tridngulo infinitesimal 4DC
es semejante al tridangulo OA4 B; por consiguiente,

B_3 s =P ®)
aP P P
Sustituyendo este resultado en la ecuacién (a),

dU =P 6;“’
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'S
A& de donde se deduce el teorema de Castigliano:
LR
i av
— =34, c
dp ‘ ©

Un caso para el que no puede aplicarse el teorema de Cas-
tigliano es el representado en la figura 286. Dos barras horizon-
tales e iguales AC y BC, articuladas en 4, B y C, estédn some-
tidas a la accién de la fuerza vertical P aplicada en C. Sea C, la
posicién de C después de la defor-

~—
e ‘j‘

macién y « el angulo de inclinacién
de cada barra en la posicién defor-
mada. El alargamiento unitario de
las barras deducido de la figu-
ra 286 (a) es

Fia. 286

e=(——~a—l’:l. @)

Si solamente se consideran corrimientos pequefios, « es pe-
2
. v .
vale, aproximadamente, I + o> Sustituyendo en

- 1
quefio y ———

(d), se tiene

O€2
e= —.
2
Las tensiones en las barras son
2
7 = dpe = 452, ()
Por la condicién de equilibrio del punto C, —fig. 286 (b)—
P =2aT, h
y con el valor de 7', dado por la ecuacién (e),
: P = AEs,
; de donde -
VT ,
Lo “= VY 4z v
4 y
P
. 8=loc=l1/AE. 205)
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En este caso, el corrimiento no es proporcional a la carga P,
a pesar de que el material de la barra sigue la ley de Hooke.
La relacin entre 8 y P est4 representada en la figura 285 () por
la curva OA. El érea rayada OA B en dicha figura representa la
energfa de deformacién almacenada por el sistema. El valor de
la energfa de deformacién es

3
U= | Pds (h)

Sustituyendo el valor de

3
P=AE8 s

7 (®)

despejado de la ecuacién (205), se obtiene

AE [°, AES* Ps Pl p
= ——— _——— = — == —- . l

v B Jo 8% 4173 4 4 /AE’ @

Lo que demuestra que la energia de deformacién no es una
funcién de segundo grado en la fuerza P. Tampoco vale dicha
energia la mitad del producto P3 (véase articulo 68), si no sola-
mente su cuarta parte. Kl teorema de Castigliano no sera valido:

dU_i,(P“Z)_llf/EJs.
dP  dP\4 | 4AE ~ 3 AE 3

Resultados andlogos se obtienen en todos los casos en que los
corrimientos no son proporcionales a las cargas.

APENDICE

MOMENTOS DE INERCIA DE LAS AREAS PLANAS
I. El momento de inercia de un &rea plana eon relacién
a un eje de su plano

Al estudiar la flexién de vigas, se encontraron integrales de
este tipo: -

= [ pas, (1)

A
en las que cada elemento de drea dA estd multiplicado por el
cuadrado de su distancia al eje z y la integracién extendida al

drea A4 de la seccién recta de la viga (fig. 1). Una integral de
y* ly
b
%| ¢ ‘f_z'
)

-——b*—

Fia. 1 ‘ Fic. 2

esta naturaleza se denomina momento de inercia del 4rea A
con relacién al eje z. En casos sencillos, los momentos de inercia
se calculan analiticamente con facilidad. Sea, por ejemplo, un
rectdngulo (fig. 2). Para caloular el momento de inercia de este
rectingulo con relacién al eje horizontal de simetria z, se puedo





